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Colles MPSI G. Dalle

ALGEBRE

1. STRUCTURES ALGEBRIQUES

Exercice 1.1:

Ty . Montrer que (G, A) est un groupe

Soit G' =] —1, 1] muni de la loi A définie p ar ¥(z,y) € G?, x Ay = T
zy

abélien.

Exercice 1.2:

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne x associative. Pour tout a € E on définit les
applications g, et d, de E dans lui-méme par : Vo € E, g,(x) = a*xz et dy(z) = x % a.

1. Montrer que s’il existe a € F tel que g, et d, soient surjectives, alors F possede un élément neutre.

2. Montrer que si pour tout a € F, g, et d, sont surjectives, alors tout élément de E admet un inverse.

Exercice 1.3:

Soit E un ensemble fini muni d’une loi de composition interne x associative. Montrer 'existence de x € E
tel que x xx = x.

Indication 1.3:

Considérer la suite définie par x1 =x € E et Tpy1 = Ty * Ty

Exercice 1.4:

Soient F et F' deux ensembles, on considere ’ensemble G des fonctions de E vers F', que 'on munit de la
loi o. S’agit-il d'un groupe 7 Quels sont les éléments réguliers a gauche ? A droite 7

Exercice 1.5:

Soit p un nombre premier. On note G = {z € C,3In € N, 2P = 1}. Montrer que G est un sous-groupe de
(C, x). A quoi ressemblent ses sous-groupes ?

Indication 1.5:
Soit H un sous-groupe de G. Soit A= {n € N,U,» C G}.

— Si A est infini, montrons que A = G.
— Si A est fini, soit N = max A : montrons que A = Uy~ En effet, si 3z € AN (U,nu\U,~) avec M > N,
on obtient une contradiction car Upn+1 C A.

Exercice 1.6:

Montrer que les groupes (Z,+), (Q,+) et (Q*, x) sont non isomorphes deux & deux.

Exercice 1.7:

Montrer qu’un groupe est fini si et seulement si il n’admet qu’un nombre fini de sous-groupes.

Indication 1.7:

Soit G un groupe avec un nombre fini de sous-groupes. Si x € G, (x) = {a* k € Z} est fini, sans quoi il

serait isomorphe & Z avec une infinité de sous-groupes. Et G = U (x) d’ou le résultat.
zeG
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Exercice 1.8:

Montrer qu’un groupe ne possédant aucun sous-groupe propre est fini et que son ordre est premier.

Indication 1.8:

Considérer le sous-groupe engendré par un élément.

Exercice 1.9:

2im

Soit j = e™3 . Dessiner d’abord le sous groupe de (C,+) engendré par (i,7) puis le sous-groupe de (C*, x)
engendré par (4, 7).

Exercice 1.10:

Soit G un groupe fini (multiplicatif) de cardinal pair. En considérant E = {x € G,z® # e}, prouver
lexistence de y € G\{e} vérifiant y* = e.

Exercice 1.11:

Soit G un groupe fini dont I’ensemble des automorphismes est trivial.
1. Montrer que GG est abélien.
2. Montrer qu’on peut munir G d’une structure d’espace vectoriel sur Fs.

3. En déduire que G est isomorphe au groupe trivial ou a Fs.

Exercice 1.12:

Soient H et K deux groupes finis.

1. Montrer que si h et k sont des éléments de H et K d’ordres respectifs ¢ et p, alors (h, k) est d’ordre
ppem(q, p) dans H x K.

2. Supposons H et K cycliques. Montrer que H x K est cyclique ssi p et ¢ sont premiers entre eux.

Exercice 1.13:

Soient A et B deux parties d’un groupe fini G telles que |A| + |B| > |G|. Montrer que AB = G.

Exercice 1.14:
Soit G un groupe fini non abélien, on note Z = {z € G,Vy € G,zy = ya} et C = {(x,y) € G*, xy = yz}.

1. Soit H un sous-groupe de G. On définit la relation ~ sur G par x ~y y <= zy * € H. Montrer qu’il
s’agit d’une relation d’équivalence. En déduire le théoréme de Lagrange : |H| divise |G].

2. On tire au hasard un élément de G. Montrer que la probabilité qu’il appartienne & Z est inférieure a 1/4.

3. On tire au hasard deux éléments de G. Montrer que la probabilité qu’ils commutent est inférieure & 5/8.

Exercice 1.15:

Soit G un groupe. On dit que H est un sous-groupe distingué si Vh € H,Va € G,aha™' € H.
1. Montrer que le noyau d’un morphisme de groupes au départ de G est distingué.

2. Soient H, K deux ssg de G. On suppose H distingué. Montrer que H K est un sous-groupe de G.

Exercice 1.16:

Lagrange commutatif.

Exercice 1.17:

Soit f : G — H morphisme de groupes, avec G fini. Montrer que |Ker f|-|[Im f| = |G|.

Exercice 1.18:
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Sous-groupes finis de (C*, x)

Exercice 1.19:

Soit G un groupe fini (multiplicatif) dans lequel tout élément 2 vérifie 22 = e.
1. Montrer que G est commutatif.

2. On fixe un élément a de G différent du neutre. Pour tout € G on pose T = {z,ax}. On définit sur G
la relation R par 2Ry <= y € T. Montrer que R est une relation d’équivalence.

3. On note H = {7,z € G} l'ensemble des classes d’équivalence sous R. Quel est le cardinal de H ?
4. Montrer qu’on définit une loi de groupe sur H en posant T xy = Ty. Montrer que H muni de cette loi
vérifie la méme propriété que G.

5. Conclure que le cardinal de G est une puissance de 2.

Exercice 1.20:

Soit E un ensemble. Ici A désigne la différence symétrique : AAB = (AU B)\(AN B).
1. Montrer que (P(E), A,N) est un anneau commutatif. Est-ce un corps ?

Soit I un idéal de A. Montrer que VX € I,LVY C X, Y e T et VX, Y € [, X UY € [.
En déduire que I = B(E’) avec B’ C E.

Etudier la réciproque dans le cas ou FE est fini.

Ol

Dans le cas ot E est infini, soit I = {parties finies de E'}. Montrer que I est un idéal qui n’est pas de
cette forme la.

Exercice 1.21:

Montrer qu’un anneau commutatif integre et fini est un corps.

Indication 1.21:

Soit a € A : pour trouver son inverse, prouver la surjectivité de l'application x € A — ax via son injectivité.

Exercice 1.22:

Soit A un anneau commutatif dont les idéaux I vérifient : V(z,y) € A%, zy eI = xzcTouyecl.
Montrer que A est intégre, puis que x € 22A pour tout # € A. En déduire que A est un corps.

Exercice 1.23:

Soit ¢ un morphisme de corps de R dans lui-méme.
1. Montrer que g = idg-

2. Montrer que v est croissant sur R.

3. En déduire que ¥ = idg.

Exercice 1.24:
Soit § I'’ensemble des fonctions de N* dans C.
Pour deux fonctions (a,b) € §* on définit (a x b) par :

n
S ey
neN (axb)(n) = _a(d)b y
d|n
1. Montrer que (§, +,*) est un anneau commutatif. Quel est son élément nul ?
2. Montrer que a € § est inversible si et seulement si a(1) # 0.

3. On définit la fonction p de Mobius par :
lsin=1
win) = (—1)]~C si n = p1...px avec pq, ..., pr des nombres premiers distincts

0 sinon
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Calculer p*1 ou 1 est la fonction constante égale a 1.

4. Soient f, g deux éléments de §. On suppose que :

Vn €N, f(n):Zg(d)
d|n

Exprimer g en fonction de f par une formule similaire.

2. ARITHMETIQUE DES ENTIERS

Exercice 2.1:
n n n

Notons d,, le nombre de diviseurs positifs de ’entier n. Montrer que Z dy = Z {J .
p

k=1 p=1

Exercice 2.2:

Montrer que si a et b sont deux entiers premiers entre eux, il en va de méme des entiers a + b et ab.

Exercice 2.3:

Soit p un nombre premier > 5. Montrer que p — 1 est divisible par 24.

Exercice 2.4:

On divise un cercle en n arcs égaux et on joint les points de division de p en p jusqu’a ce qu’on revienne au
point de départ. Quel est le nombre de cotés du polygone construit ?

Exercice 2.5:

Soit n = p{* --- pi*. Calculer le nombre de diviseurs de n, noté d,,, puis les quantités P, = H det S, = Z d
d|n d|n

Indication 2.5:
d K piitl 1
dp= (o1 +1)---(ap + 1), P, = /0" etSn:H’pil
i=1

Exercice 2.6:

Soient n,a,b € N*. Montrer que (n* — 1) A (nb -1) = naNb _ 1.

Exercice 2.7:

On note ¢ l'indicatrice d’Euler, définie par : ¢(n) = card{k € [1,n],k An = 1}.

En partitionnant le groupe Z/nZ selon les ordres de ses éléments, prouver la formule : Z p(d) =n.
dln

Exercice 2.8:

Résoudre dans Z l'équation s Ay =x +y — 1.

Exercice 2.9:

Résoudre, avec (m,n) € N*, ’équation n™ = m™.
b b b

Exercice 2.10:

Montrer que dans n’importe quelle base de numération, un nombre formé d’un systéme différent de "1" répété
au moins deux fois ne peut pas étre premier.
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Exercice 2.11:

1. Soit p un entier premier. Montrer que (p — 1)! = —1 [p].

2. Soit n un entier non premier. Calculer le reste dans la division euclidienne de (n — 1)! par n.

Exercice 2.12:

Soient a et b des entiers non nuls. Montrer que si a’ + b" est un nombre premier, alors n est une puissance
de 2.

Exercice 2.13:

Montrer qu’il n’existe pas de couple (z,%) d’entiers non nuls tels que y? = 2(x + 1)(x + 2).

Exercice 2.14:
Soient aq, ..., a, des entiers naturels non nuls, et pour ¢ € [1,n] soit b; = H a;.
J#i

Montrerque:(al\/~--\/an)(b1/\---/\bn):(al/\~-~/\an)(b1v~-~\/bn):Hai

Exercice 2.15:

Soit A une partie de [1,2n] de cardinal n + 1. Montrer que A contient deux entiers a et b premiers entre
eux.

Exercice 2.16:

Soient a,b deux entiers premiers entre eux.
1. Montrer que ab — a — b n’est pas de la forme au + bv avec (u,v) € N2,
2. Montrer que tous les entiers n > ab — a — b+ 1 sont de cette forme.

3. Montrer que si n < ab—a—b s’écrit de cette fagon, alors sa décomposition est unique. Trouver le nombre
d’entiers n qui ne s’écrivent pas de cette facon.

Exercice 2.17:

On note P l'ensemble des nombres premiers, et pour tout entier n > 1 on définit m(n) comme le cardinal de
P N[1,n].. On veut obtenir une minoration de m(n).

1. On note m,, = ppem(1,2,...,n) et a(p) Pexposant du nombre premier p dans la décomposition de m,.

(a) Montrer que p® <n < p**!.

In my,

(b) En déduire que m,, = H pL T p
pEP,p<n

(¢) Conclure que mw(n) > M

= In(n)

1
2. On cherche maintenant une minoration de m,,. Considérons I,, = / t"(1 —t)"dt pour n € N.
0

(a) Montrer que I, Z - k: + 7 < >

k=
! <I,.

(b) En déduire que
Man+1

1
(¢) Montrer que I, < yEx en déduire m,, > 2272,

n—2
In(n)

3. Montrer I'inégalité suivante : w(n) > In(2)
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3. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

Exercice 3.1:

n
Soient n € N* et A,, 'ensemble des solutions de 'inéquation Z p— > 1. Montrer que A,, est une réunion
T —
k=1
finie d’intervalles disjoints. Caculer sa longueur totale.

Exercice 3.2:

Soit P € R[X] simplement scindé sur R.
1. Montrer que toutes ses dérivées sont également simplement scindées sur R.

2. Montrer que P ne peut pas avoir deux coefficients consécutifs nuls.

Exercice 3.3:

Déterminer les polynoémes P € C[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X +1).

Exercice 3.4:

Soit A € R[X] non constant. Montrer que pour tout polynéme P, il existe un unique entier k et une unique
famille de polynémes (P, ..., Px) telle que Vi € [0, k], deg P; < deg A et P=Py+ PLA+ ...+ P, A"

Exercice 3.5:

Trouver un polyndme P, tel que P, — P, = X"

Exercice 3.6:

Trouver les polynoémes P € C[X] vérifiant P(U) C U.

Exercice 3.7:

Soit P € R[X] : montrer I’équivalence entre :

i) Ve e R,P(x) >0

ii) 34, B € R[X],P = A*> + B?
Commencer pour cela par les polyndémes irréductibles, puis montrer la stabilité de la seconde propriété par
produit.

Exercice 3.8:

Soit E, I’ensemble des polynémes unitaires de degré n a coefficients dans Z et a racines de module 1. Montrer
que F,, est fini et donner une majoration de son cardinal.

Exercice 3.9:
Soit P € Q[X] un polynéme de degré n.
1. Montrer que si P est irréductible dans Q alors il n’a que des racines simples dans C.

2. Soit A une racine de P, de multiplicité > n/2. Montrer que A € Q.

Exercice 3.10:

Résoudre le systeme d’équations suivant :

Exercice 3.11:
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Montrer que le polynéme P(X) — X divise le polynéme P(P(X)) — X.

Exercice 3.12:

Soient P,Q deux éléments de Z[X] sans racine complexe commune. On définit pour tout entier n € Zz,
un, = P(n) A Q(n). Montrer que cette suite est périodique.

Exercice 3.13:

Déterminer le résultat de la division euclidienne de (X cost + sint)” par X2 + 1.

Exercice 3.14:

n n+1
k
Factoriser P, = E X*. En déduire la valeur de H sin ( _:_T 1).
n
k=0 k=1

Exercice 3.15:

n
Soit P = Z ap X" avec a,, = 1. Montrer que si X est une racine de P, alors |x| <1+

max |ag].
0<k<n—1
k=0
Exercice 3.16:
. 1 5 . N (n) Pn (Sin LL')
Soit f : 2 — ——. Montrer qu’il existe des polynémes P, tels que Vn, f\"(z) = ——=
cos T (cos )+t
Exercice 3.17:
n P”(;L")
Soit P € R[X] simplement scindé sur R, on note ses racines z1, ..., z,. Calculer Z :
P'(;)

=1

Exercice 3.18:

Soit F' € C(X). On suppose qu'existe n € N* tel que F(e%X) = F(X). Montrer I'existence de G € C(X)
telle que F(X) = G(X™).

Exercice 3.19:

1 1
Montrer que pour tout n € N*| il existe un unique polynéme P, vérifiant X" + Xn = P, (X + X)'

1
Décomposer la fraction 5 en éléments simples dans C(X).
n

Exercice 3.20:

Soit P € C[X] et z € C une racine de P’. Montrer qu'il existe A1, ..., \; des réels positifs et 21, ..., zx des

racines de P vérifiant : .
i=1 ‘

Exercice 3.21:

Soit F' € C(X) : F est-elle surjective ?

4. ESPACES VECTORIELS, DIMENSION

Exercice 4.1:

Parmi ces ensembles, quels sont ceux qui sont des sous-espaces vectoriels de I’ensemble des fonctions réelles
F(R,R)?
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— les fonctions bornées

— les fonctions monotones

— les fonctions s’annulant en 0

— les fonctions impaires

— les fonctions paires

— les fonctions convergentes en +o00
— les fonctions affines

Exercice 4.2:

Soient F, G, H trois sous-espaces vectoriels. Comparer :
1. F+ (GNnH)et (F+G)N(F+ H)

2. vice-versa

Exercice 4.3:

Soient F' = {f € €*(R,R), f(0) = f'(0) = 0} et G = {f € €*(R,R),Vz € R, f’(x) = 0}. Montrer que F et
G sont supplémentaires.

Exercice 4.4:

Méme exercice avec F' = {(z1,...,25) € R™, 21 + ... + 2, =0} et G = {(z1, ..., zn) ER" 21 = ... = 2}

Exercice 4.5:

Trouver un supplémentaire de {f € F(R,R), f(0) + f(1) = 0} dans F(R, Rr).

Exercice 4.6:

Soit 0 = 29 < 1 < ... < Tp_1 < Tp, = 1 une subdivision de [0, 1] et A Pensemble des fonctions f : [0,1] = R
continues et telles que Vi € [0,n—1], fifz,, soit affine. Montrer que A est de dimension finie et en déterminer
une base.

Ii+1]

Exercice 4.7:

Montrer qu'un sev de R® ne contenant que des applications de signe constant est de dimension < 1.

Exercice 4.8:

Soit (e1, ..., ep) une famille libre de vecteurs de E, et a ¢ vect(e, ..., e,). Montrer que (e1 +a,...,e, + a) est
libre.

Exercice 4.9:

Montrer que la famille (f, : © — |z — a|)qer est libre dans F(R, Rr).

Exercice 4.10:

On dit qu'une matrice A = (a; ;) de M,,(R) est centrosymétrique si ¥(i,5) € [1,n]?, ai; = ant1—int1—;-
Montrer que l’ensemble des matrices centrosymétriques est un sev de M, (R), en déterminer la dimension et
une base.

Exercice 4.11:

Soient H et K deux sev de E de dim finie. Montrer que H et K sont de méme dimension ssi ils ont un
supplémentaire commun (par récurrence sur la codimension).

Exercice 4.12:

Soit E = R,[X] et P € E. On note Fp = PR[X|N E.

1. Montrer que Fp est un sev de E, déterminer sa dimension.
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2. Soit @ € E un polyndme sans racine commune avec P, et tel que deg P + deg @ = n + 1. Montrer que
Fp®Fy=FE.
3. En déduire 'existence de deux polynémes U et V tels que UP +VQ = 1.

Exercice 4.13:

Soit f : R — R. On définit l'epace vectoriel Ef = Vect{f; : ¢ — f(x +t),t € R}. Déterminer E; et sa
dimension pour f définie successivement par f(z) = e*, f(x) = sin(z), f(z) = 22, f(z) = ze®. Montrer que si
flx)= " E + est de dimension infinie.

Exercice 4.14:

n—1
Pour toute fonction f : R — R on définit o2 (f) = sup {Z |f(xit1) — f(a:z)|}, ou le sup est pris sur toutes
i=0

les subdivisions @ = zg < 1 < ... < Ty, < T, = .
1. Montrer que b+ o2(f) et b o2(f) — f(b) sont des fonctions croissantes.

2. En déduire que I'’ensemble des fonctions pour lesquelles 02 (f) est fini quels que soient a et b (fonctions
a variations bornées) est exactement ’espace vectoriel engendré par les fonctions croissantes.

Exercice 4.15:

Soit (fy) la suite de fonctions définie par Vo € R, fo(z) =z et Vn € N,Vz € R, f,,11(x) = In f(z). Montrer
que cette famille est libre.

Exercice 4.16:
Soient a1, ..., a, des réels non nuls 2 & 2 distincts. On note F; l'application de R,[X] dans R définie par

aj
F;(P) = /0 P(t)dt. Montrer que (Fy, ..., F),) est une base de (R,,[X])".

Exercice 4.17:

R est-il un Q-espace vectoriel de dimension finie ? On pourra étudier la famille {In(p),p € P} ou bien les
puissances successives d’un réel transcendant, dont on prouvera auparavant 1’existence.

Exercice 4.18:

Soit E un R-ev de dimension finie n. On dit qu'une famille (z1,...,x,) est positivement génératrice si

n
E = {Z AeTry (M, ey An) € Rﬁ} Quel est le cardinal minimal d’une famille positivement génératrice ?
k=1

Exercice 4.19:

Soient (E;)ieq1,n] et (Fi)ie[1,n] des sous-espaces vectoriels de E tels que Vi, E; C I et vérifiant
n n
Sr-Dr
i=1 i=1
Montrer que Vi, E; = F;.
Exercice 4.20:

Soit (u1, ..., u,) une famille de vecteurs, v; = u1 +...+u;. Montrer que la famille u est libre (resp. génératrice)
ssi v l'est aussi.

5. APPLICATIONS LINEAIRES

Exercice 5.1:
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Soient E, F 2 ev, f € L(E,F) et A, B deux sev de E. Montrer que f(A) C f(B) = A+Ker f C B+Ker f.

Exercice 5.2:

Soit u € L(E) et F un sev de E. Exprimer u(u™"(F)) et v~ (u(F)) en fonction de F,Ker u et Im w.

Exercice 5.3:

Soit f € L(E) tel que f? — 3f 4 2id = 0. Montrer que f est inversible. Montrer que E = Ker (f —id) @
Ker (f — 2id).

Exercice 5.4:

Soit E un K-ev et f,g € L(E) tels que f o g = id. Montrer que g o f est une projection, déterminer son
noyau et son image.

Exercice 5.5:

Soit f € L(R?) tel que f? = 0. Montrer qu'’il existe une forme linéaire ¢ € (R*)* et un vecteur a € R? tels
que Vo € R?, f(x) = ¢(x)a.

Exercice 5.6:

Soit f € L(E) nilpotent. Montrer que id — f est inversible.

Exercice 5.7:

Soient u,v tels que u 4+ v = id et rg(u) + rg(v) < n. Montrer que u et v sont des projecteurs.

Exercice 5.8:

Soient p, g deux projecteurs de F qui commutent. Montrer que p o g est un projecteur, déterminer noyau et
image.

Exercice 5.9:

Ex 93 Delaunay Commutant

Exercice 5.10:

Soient f,g € L(E) avec E de df. Montrer que si F =Im f + Ker g, alors rg(g o f) = rg(g).

Exercice 5.11:

Soit E un K-ev de dimension n, u,v € L(E) vérifiant vou = 0 et u+v € GL(E). Montrer que rgu+rgv = n.

Exercice 5.12:

Soit E un K-ev de dimension n. Montrer que u € L(FE) est un projecteur ssi rgu + rg(id — u) = n.

Exercice 5.13:

Soient E, F deux ev, f € L(F, E). Calculer la dimension de {g € L(E,F), fogo f =0}.

Exercice 5.14:

Soit F un K-ev de dimension finie, f € £(F) vérifiant Vo € E,3n, € N, f**(z) = 0 ('exposant désignant
bien siir 'itération de 'endomorphisme). Montrer que f est nilpotent. Cela marche-t-il encore en dimension
infinie ?

Exercice 5.15:
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Soit £ un K-ev de dimension finie, u € £L(E). On définit ¢, € L(L(E)) par Vv € L(E), ¢u(v) = vou—wuow.
Pour tout i € N on note ¢; = Ker (¢,,)".

1. Pour v,w € L(E), calculer ¢, (vow) en fonction de v, w, ¢y (v), u(w).
2. Montrer que C = U ¢; est une sous-algebre de L(E).

i€N
Exercice 5.16:

Soient F et F deux K-ev, f € L(E,F), U et V deux sev de E. Montrer que
fU)C f(V) <= (U+Ker f) C (V+Ker f)

Exercice 5.17:

Soient £ = R[X],a € Ret ¢ : E — E définie par ¢(P) = P(X)+ (aX +1)P'(X). Montrer que ¢ est linéaire.
Est-elle injective 7 Surjective ?

Exercice 5.18:
Soit E' un R-ev.
1. Soit f € L(E) vérifiant f°> = f : montrer que E = Im (f) @ Ker (f).

2. Soit P € R[X] vérifiant P(0) = 0, P'(0) = 0, soit f € L(E) telle que P(f) = Og(g). Montrer que
E =1Im (f) ® Ker (f).

Exercice 5.19:

Soit E =R" et f € L(E). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
i) E=Ker f®Im f
ii) Ker f = Ker f2 et Im f = Im f?

Exercice 5.20:
Soit E un K-ev de dimension n, et f € L(E) vérifiant f? = —idg. Montrer que n = 2p et qu'il existe p
P
sous-espaces de dimension 2 F, ..., i, stables par f et tels que I = @ E;.
i=1
Exercice 5.21:

Soient F un K-ev, f et g deux endomorphismes de E vérifiant fogo f= fet go fog=g.
1. Montrer que F =Ker f & Im g = Ker g® Im f.
2. Montrer que f(Im g) =Im f.

Exercice 5.22:
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, G un sous-groupe de cardinal m de GL(F). Montrer 1’égalité :

m

1 1
di . _ 1 Ut , L _ 1 .
im ﬂ Ker (9 —idg) E Tr(g). Utiliser pour cela 'application p - E g
geG geG geG

Exercice 5.23:

Soient E et F des K-ev de dimension finie, u € L(FE), v € L(F) et f € L(E, F).
1. Montrer qu'’il existe g € L(E, F) telle que f = gou si et seulement si Ker u C Ker f.
2. Montrer qu’il existe g € L(E, F) telle que f = v o g si et seulement si Im f C Im v.

Exercice 5.24:

(ex 123 Delaunay)
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Exercice 5.25:

Soient E un K-ev de dimension finie et v € £(F) non injectif. Montrer que u s’écrit comme la composée de
deux projecteurs.

Exercice 5.26:

Soient E un K-ev, p1, ..., px des projecteurs de E. On définit P = p; + ... + py.
k

1. On suppose que P est un projecteur. Montrer que Im P = @Im Di-
i=1

2. Montrer que P est un projecteur si et seulement si V(i,5) € [1, k]]27 piopj = 0i;Di-

6. MATRICES

Exercice 6.1:

Déterminer les matrices de M, (R) commutant avec toutes les matrices symétriques. Puis avec toutes les
matrices inversibles.

Exercice 6.2:

Soit D = diag(\y, ..., A\p). Déterminer image et noyau de ¢ : M — DM — M D. Préciser dans le cas ot les \;
sont deux a deux distincts.

Exercice 6.3:

Soit w = ™™, On définit A = (w~VU=D)Y, 5 Calculer AA. En déduire que A est inversible.

Exercice 6.4:

Soient A, B, C telles que ABC = 0. Montrer qu’au moins deux ne sont pas inversibles.

Exercice 6.5:

Calculer l'inverse de A = (a; ;) ol a;; =1sii=jetasii=j+1.

Exercice 6.6:

Etudier 'application linéaire z € C — z + az € C, ou a € C*, grice a une représentation matricielle.

Exercice 6.7:

Quand le produit de deux matrices symétriques est-il encore symétrique 7

Exercice 6.8:

1. Montrer que I'ensemble des matrices centro-symétriques est un sev de M, (R).

2. Donner sa dimension

3. Montrer qu’il est stable par produit

4. Soit A centrosymétrique inversible. Montrer que A~! Pest aussi. On pourra considérer X € C' +— AX € C.

Exercice 6.9:

Donner la matrice de ¢ : P € R,,[X] — P(X — 1) dans la base canonique. Montrer qu’elle est inversible.

Exercice 6.10:

Soit a € C* et f: 2z € C— z+ az. Donner sa matrice dans la base (1,4). Déterminer image et noyau.
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Exercice 6.11:

Soit E de dimension n et f € L(E) vérifiant f* =0 et f"~1 £ 0.

1. Montrer qu’il existe = € E tel que (z, f(x), ..., f*~*(z)) forme une base de E.
2. Donner la matrice de f dans cette base.

3. Montrer que {g € L(E)|go f = fog} = Vect(id, f, f2, ..., f"71).

Exercice 6.12:

2 -1 -1
Soit f € £L(R?) dont la matrice dans la base canonique est A= [1 0 —1
1 -1 0

1. Calculer A%, Qu’en déduire sur f?
2. Déterminer une base de Im f et Ker f.

3. Dans une base adaptée a Im f @ Ker f, donner la matrice de f.

Exercice 6.13:

Soit A € M, (R) de rang 1. Montrer que A? € RA.

Exercice 6.14:

Soit A = (1;>)ij- Majorer les coefficients de A*. Calculer A™'.

Exercice 6.15:

Donner une expression explicite des suites (u,), (v,) et (w,) définies par (ug, v, wo) € R?
Up41 = Up + Wy — 22Uy,
et les relations Vn € N, S v,11 = Uy + wy, — 2u,

Wpt1 = Up + Uy — 2w,

Exercice 6.16:

On note M,,(Ry) 'ensemble des matrices réelles & coefficients positifs. On dit qu'une matrice A € M, (R)
est de type M si A est inversible et A~ € M,,(R,). Montrer que A est de type M si et seulement si pour tout
vecteur X € R", (AX >0 = X >0).

Exercice 6.17:

Soient Ay, ..., A, des points du plan complexe. Existe-t-il un polygone a n sommets dont les milieux des
cOtés soient les points A; ?

Exercice 6.18:

1. Montrer qu’une matrice est non inversible ssi elle est équivalente a une matrice nilpotente.

2. Soit f : M,(R) — R telle que f(0) =0, f(I,) # 0 et YA, B, f(AB) = f(A)f(B). Montrer que A est
inversible ssi f(A) # 0.

Exercice 6.19:

Montrer que tout hyperplan de M,,(R) contient au moins une matrice inversible.

Exercice 6.20:

Soit A € M, (R). Trouver toutes les matrices M € M, (R) telles que M + M = Tr(M)A.

Exercice 6.21:
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Déterminer Z(M,,(K)) = {M € M, (K),VA € M, (K), AM = MA}. Que dire du centre de GL,,(E) si E
est un K-ev de dimension quelconque ?

Exercice 6.22:

Montrer que M,,(C) = Vect GL,,(C).

Exercice 6.23:

On définit SL£,,(C) = {M € M, (C),det M = 1}. Montrer que c’est un sous-groupe de GL,(C) engendré
(multiplicativement) par les matrices de la forme I,, + AE; ; pour (i,j) € [1,n] et A € C.

Exercice 6.24:

1. Soit A € M, (Z). Montrer que A admet un inverse dans M,,(Z) si et seulement si det A = £1.

2. Notons SL,(Z) = {M € M,(Z),det M = 1}. Soit A € SL,,(Z). Calculer le PGCD des coefficients d’une
ligne de A.

Exercice 6.25:

On appelle idéal bilatére de 'anneau (M, (K), +, X) tout sous-ensemble I de M,,(K) tel que :
i) (I,4) est un groupe
ii) VAe I, VM e M, (K), AM €T et MAc I

Déterminer tous les idéaux bilateéres de anneau M,, (K).

7. GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANTS

Exercice 7.1:

1. Soit 0 = (a; as ... ax) un cycle de &,, et 7 € &,, : calculer T oo or L.

2. En déduire Z(6,,) ={r € 6,,V0 € G,,,Too =007}

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que deux permutations soient conjuguées dans
G,.

Exercice 7.2:

Soient (:Ek)ke[[lyn]] et (yk:)ke[[l,n]] deux suites strictement croissantes de réels > 0. Montrer que pour tout
n

n
o€ 6, Zxkyk > Zl’kyg(k).
k=1 k=1

Exercice 7.3:

Trouver tous les morphismes de groupe de (&, 0) dans (C, ).

Exercice 7.4:

Soient ¢ une permutation et 7 = (aj ... a,) un p-cycle. Montrer que o o7 oo~ ' est aussi un p-cycle, que I'on
P )
précisera.

Exercice 7.5:

Soit G un groupe de cardinal n. Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe de &,,.

Exercice 7.6:

Soit A € M,,(K). Montrer que si VM € M,,(K), det(A + M) = det(M), alors A est la matrice nulle.

Lycée Louis-le-Grand 15 2016-2017



Colles MPSI G. Dalle

Exercice 7.7:

Soit V = {z + ¢"P(x), P € R,[X]}. Montrer que l'application D : f € V + f’ est un endomorphisme de V'
dont on calculera le déterminant.

Exercice 7.8:

Soit A = (a, ;) € M, (C) vérifiant Vi € [1,n], |a; ;| > Z la; ;|-
JF#i

1. Montrer que A est inversible.

2. Montrer que si de plus Vi € [1,n], a;; > 0, alors det A > 0.

Exercice 7.9:

Soit A € M,,(Z). On dit que A € GL,(Z) si A € GL,(C) et A~ € M, (Z).
1. Montrer que si A € GL,(Z), det A = +1.
2. Soient A, B € M, (R) telles que Yk € [0,2n], A+ kB € GL,(Z). Calculer det A et det B.

Exercice 7.10:

Soient A, H dans M.,,(R) avec rgH = 1. Montrer que det(A + H)det(A — H) < det(A?).

Exercice 7.11:

Soit A € M,,(C), et ¢4 : M € M, (C) — MA. Calculer det ¢4 et trea.

Exercice 7.12:

Calculer le déterminant d’ordre n suivant, ou a est un complexe fixé :

2a a-+1 0 0 0 0 0
a—1 2a a+1 0 0 0 0

0 a—1 2a a+1 --- 0 0 0

0 0 0 0 a—1 2a a+1
0 0 0 0 0 a—1 2a

Exercice 7.13:

Calculer le déterminant de Zorro :

11 - 111
1 1
1
Z, =
1
1 1
111 11

Exercice 7.14:

Soit A = (a, ;) € M, (K) définie par a; ; = a + &; jA;, ol les x; sont des réels distincts. Calculer det A.

Exercice 7.15:

Soit A = (a; ;) € M, (K) définie par a; ; = 1 + 2, oit les x; sont des réels distincts. Calculer det A.

Exercice 7.16:
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Soit A = (a, ;) € M, (K) définie par a; ; = 6; j + z;y;, O X1, ..., T, Y1, ..., Yn, sont des réels. Calculer det A.

Exercice 7.17:

Soit A = (a; ;) € M, (K) définie par a; ; = |i — j| sont des réels. Calculer det A.

Exercice 7.18:

Soit P € K[X]. Soit A = (a; ;) € My(K) définie par (a; ;) = P(i + j). Calculer det A.

Exercice 7.19:
ap sit <y

Calculer le déterminant de A = (a; ;) ou a;; = .
a; sinon

Exercice 7.20:

A B
C D> telle que C et D commutent.

1. Supposons D inversible. Montrer que det M = det(AD — BC).

2. Généraliser au cas D non inversible.

Soit M = (

Exercice 7.21:

Soit A € M, (R).

1. Montrer que rgA =n =— rgcomA =n

2. Montrer que rgA =n —1 = rgcomA =1
3. Montrer que rgA <n —2 = rgcomA =0
4. Montrer que detcomA = (det A)"*.

Exercice 7.22:

On se place dans Moy, (R). Soit J la matrice pleine de 1, A une matrice antisymétrique. Montrer que
Vo € R,det(A + zJ) = det A. On commencera par montrer qu’il s’agit d’une fonction affine.

Exercice 7.23:

T sii=]
T On définit J la matrice constante égale a 1 et u

Yy sinon

Soit A = (a;;) € M,(K) avec a;; = {
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a J. En montrant qu’il existe une base £ telle que la matrice
de u dans £ soit diagonale, calculer det A.

Exercice 7.24:

Soit E un K-ev de dimension n, f € L(E), % une base de E. Montrer que pour toute famille (x4, ..., z,) de

vecteurs de I : Zdet(ml, oy e 1, [(TE), Tl 1y ooy T ) = Tr(f) det(zq, ..., y).
k=1

Exercice 7.25:

1. Montrer que GL,(R) est dense dans M., (R).

2. Montrer que si A € GL,(R) et B € M,(R), alors il existe gg > 0 tel que pour tout ¢ € [0,eq],
A+ eB € GL,(R). Déterminer pour cela les termes de plus haut et plus bas degré de la fonction
polynémiale A — det(A + AB).

Exercice 7.26:

Soit A € M,,(C) telle que VX € M,,(C), det(A + X) = det A + det X.
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1. Montrer que det A = 0.
2. Montrer que A = 0.

8. ESPACES PREHILBERTIENS REELS, ISOMETRIES

Exercice 8.1:

1
On note E = €2([0,1],R), et pour f,g € E on pose (f,g) = / (fg+ f'g’). On définit également V = {f €

0
E, f"=f}et W={f€E,f(0) = f(1) = 0}. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E, et que V et
W sont supplémentaires orthogonaux.

Exercice 8.2:

Soit F un espace euclidien et p une projection de E.
1. Montrer que p est une projection orthogonale si et seulement si pour tout z € E, ||p(x)| < ||z||

2. On suppose désormais que p est orthogonale, et on note F' = Im p. Montrer que pour tout z € E,
lp(@)]| = llz] == =€ F.

3. Pour z € F on définit la distance de = & F par d(z, F) = ing |z — y||. Montrer que p(x) est 'unique
ye

vecteur vérifiant d(x, F') = ||z — p(x)||.

Exercice 8.3:

Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormée %, et x1, ..., x, une famille de vecteurs de E. En
décomposant, pour tout ¢ € [1,n], ; = y; + 2; avec y; la projection orthogonale de z; sur Vect(zy,...,2;—1),
n

montrer que \dét(xh oy T | H lz:||. A quoi cela correspond-il dans le cas n =27
i=1
Exercice 8.4:

Soient E un espace préhilbertien réel et A une partie de E. Montrer que A* est une partie fermée de E.

Exercice 8.5:

1
Montrer que la fonction (a,b) € R? — / (tInt — at — b)?dt atteint un minimum global, et le calculer.
0

Exercice 8.6:

On note 7, 'ensemble des polyndémes trigonométriques de degré au plus n, i.e. des fonctions 7' : R — R de
la forme

n
T(z) = ag + Zak cos(kx) 4 by sin(kz), on ag, ..., an, b1, ..., b, sont des réels. On le munit du produit scalaire
k=1

(fro)= [ [f(t)g(t)dt.
1. Montrer que 7, est un espace préhilbertien réel.

2. Pour i € [0,n] et j € [1,n], on définit f; : x — cos(iz) et g; : © + sin(jz). Montrer que la famille
(fo, s fn, 91, ---, gn) €st une base de Ty,.

Exercice 8.7:

Soit F un espace préhilbertien réel (de dimension a priori quelconque) et (eq, ..., e,,) une famille de vecteurs
n
unitaires vérifiant Vo € E, ||z|* = Z {e;, )%, Montrer que (eq, ..., e,) est une base orthonormée de F.

i=1

Exercice 8.8:
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Soit M € M,,(R). Montrer que rg(M) = rg(* M M).

Exercice 8.9:
Soient 1, ..., ¥, des vecteurs d'un espace euclidien E vérifiant (i, ) € [1,n]?, ||x; — @i|| > 2. Trouver un

réel k,, tel que min ( max ||z — x1||> > k. Par exemple kg = 1.

zeE \i€[1,n]
>
%

2

Indication : Y [lyi — y;l|> =n Y _ [lyill* —

1<j %

Exercice 8.10:

On munit R™ du produit scalaire usuel, noté "-". Si A C R", on définit A° = {y e R",Vex € A,z-y < 1}.
1. Soit f € L(R™) 'homothétie de rapport A et B = f(A). Que dire de B°?
2. On se place dans R?. Déterminer A° si A est :

(a) le disque de centre O et de rayon 1

(b) le carré de centre O et de coté 2

(¢) un parallélogramme

Exercice 8.11:

n n 1
0O A= . — ey Ty R*)™ 5. Dé iner inf A A.
n pose {Zxk Z p— (1, ..., 2p) € (RY) } éterminer inf A et sup
k=1 k=1
Exercice 8.12:
Soit w : [a,b] — R une fonction continue strictement positive. On munit espace R[X]| du produit scalaire
b

(P,Q) = / PQuw et on orthonormalise la famille (X™),en par la méthode de Gram-Schmidt. On obtient une

suite de polynémes échelonnée en degrés, notée (P,). Soit k € N* fixé.
1. Montrer que Py, possede k racines distinctes, que nous noterons ay, ..., a.

2. Montrer qu’il existe des réels A1, ..., A\; tels que pour tout polynéme @ de degré < 2k — 1,

b k
/ Qu = ZN‘Q(%‘)'
a i=1

Exercice 8.13:

Soit A = (a;,;) € On(R). Montrer que | Zai7j| <n.
%,J

Exercice 8.14:

Soit M € GL,(R).

1. Montrer qu’il existe O € O, (R) et T € M, (R) triangulaire supérieure & coefficients diagonaux stricte-
ment positifs telles que M = OT.

2. Montrer que cette décomposition est unique.

Exercice 8.15:

Soient E un espace euclidien et f € O(E). On considére un sous-espace V de E stable par f. Montrer que

fV)=Vet f(VH)=V*.
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ANALYSE

9. ETUDE DE FONCTIONS, FONCTIONS USUELLES

Exercice 9.1:

Etudier les fonctions suivantes (ensemble de définition, d’arrivée, limites et asymptotes, continuité, dériva-
bilité, variations, convexité, tracé approximatif du graphe) :

1. z—In(1+¢€")

2. x> 2 sin<1)
T
3. x+— (/2]
4. x> (x —1)e7T
z—1
* 3z +1

6. z—In(va2+1—1x)

5. +—

Exercice 9.2:

Simplifier les expressions des fonctions suivantes :

1+ th(z)
1. xl—>1n< 1—th(w)>

5 s 1 — 22 . 2x
. x +— arccos | —— | — arcsin [ ———
1+ 22 1+ 22

3. x +— cot(x) — 2 cot(2x)

4. x — arcsin(2zv/1 — 22)

Exercice 9.3:

Résoudre les équations suivantes :

3 2
1. 2% =3*
7w
2. arctan(z) + arctan(v/3z) = D)
3. aV® = /a"

4. arccos(x) = arcsin(2z)
In(z) _ In(a)
In(a) In(z)

Exercice 9.4:

Montrer que Vo €]0, 1[, (1 — z)'™* > 1/2.

Exercice 9.5:

Déterminer des expressions explicites des fonctions hyperboliques réciproques.
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Exercice 9.6:

On considere un cone dont la base est de rayon R et la hauteur vaut H.

1. Quel est le volume maximal d’un cylindre intérieur a ce cone et de méme génératrice ?

2. Quel est le volume maximal d’une boule intérieure & ce cone et dont le centre se trouve sur la génératrice ?

Exercice 9.7:

Soient 0 < a < b. Montrer que Yz > 0, ae~% — be ™% > b — a.

Exercice 9.8:

Etudier Iexistence de solutions pour le systéeme

coshx + coshy =a
sinhx +sinhy = b

Exercice 9.9:

Soient y €] — 7/2,7/2[ et = In(tan(y/2 + 7/4)). Montrer que coshz = .
cosy

10. CALCUL INTEGRAL, EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 10.1:

Trouver une primitive pour chacune des fonctions suivantes sur des intervalles a préciser :
1—=
1+
2.z xtan’x
Inx
z 4 z(lnz)?
1

vaz+ax+1

5 — L
LT —
shz

1
1+ chx
22

14 a3
8. > exp (—z%>

1. z—

3. x+—

9. z > sin’® z cos®

1 /1
10. 25— 27
x\V1—=x

1
cos(x)

11. z +—

12. x —

,ouzeC
T—z

Exercice 10.2:

V3 %
Calculer / arcsin dt.
0 1+ t2

Exercice 10.3:
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Trouver une primitive de puis

1 . 1
uis
x2+9:*1p V2 +z+1

2441

Exercice 10.4:

w/2 , w/2 .
cost sint
1. Calculer/ —dt et/ L
o cost—+sint 0 cost +sint

dt

1
2. En déduire la valeur de / _.
0o VI—£2+t

Exercice 10.5:

1 1
Soit, pour n € N, u,, = —'/ (1—t)"e'dt
n! Jo
1. Trouver une relation de récurrence entre u,, et t,41.

1
H.

+oo
2. Montrer que e = Z
k=0

Exercice 10.6:

1
1. Calculer I,, = / (1 —t*)"dt
0

= (=DFn
2. En dedmrekz:OQk-l-l )

Exercice 10.7:

, /1 dz
Soit u,, = .
o 1+az"

1. Montrer que u,, est bien définie et strictement croissante.

2. Montrer que u,, — 1.

In2
3. Montrer que u, =1 — 2y o(1/n).
n

Exercice 10.8:

/2 /2
On pose [ = / In(cosz)dx et J = / In(sin z)dz. Calculer I et J.
0 0

Exercice 10.9:

¢ Int
Calculer pour tout a > 0 I'intégrale / L7

1/0. 1+t2

Exercice 10.10:

1
1-— 1—
Calculer / ﬁdm. On pourra poser les changements de variable y = /x et z = —
1/4 VT Y

Exercice 10.11:

COS2 x

Simplifier ’expression de la fonction f : z — arcsin(v/t)dt sur son domaine de définition.
sin? x

Exercice 10.12:

sin(x)

1. Etudier la fonction fy : z —
V1= 2Xcos(z) + A2
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2. Calculer/ fialz)da.
0

Exercice 10.13:

h
Soit ¢ : v € R* — > (x)7 avec ¢(0) = 1.
x
2x
Soit f:xz € R o(t)dt

Montrer que f est bien définie et étudier sa parité.
. Justifier que f est dérivable et calculer f.

1.
2
3. Dresser le tableau de variations de f.
1

. f est 'intégrale d’une fonction continue, elle est paire.

2. f(z) = ®(2z) — ®(z) si ® est une primitive de ¢, donc f'(x) = 2¢(2z) — ¢(x) = sh(2z) = sh(z)

x
3. Par croissance de sh, f’ est toujours positive sur R .
Exercice 10.14:
$2
Pour « €]0, 1] (z) / a
our x €]0,1[ on pose ¢(z) = —.
posey . In(0)
1. Montrer que ¢ est bien définie, qu’elle se prolonge par continuité en 0 et en 1.
1
t—1
2. Calculer / ——dt
o In(t)
Exercice 10.15:
/2
Soit, pour n € N, l'intégrale I,, = / cos™(t)dt
0
1. Trouver une relation entre I, et I, 5.
2. En déduire Iy et Isg11 en fonction de k.
3. Montrer que nl,I,—1 = /2.
Indication 10.15:
1. On trouve nl,, = (n — 1)I,,_o.
2. Raisonner par récurrence.
Exercice 10.16:
1
Soit, pour n € N*, I,, = / (1—t)".
0
1. Trouver une relation de récurrence pour la suite I,
2. En déduire une expression explicite de ces intégrales
~ (=D* (n
3. Calcul
aleuler Y LU (k)
k=0
Exercice 10.17:
/4
Soit I, = / (tanz)"dz.
0
1. Calculer 1,42 + I, pour tout n.
2. Trouver la limite de la suite (I,,) (séparer pour cela 'intervalle d’intégration en [0, % — €] U [% — &, %]

Lycée Louis-le-Grand 23 2016-2017



Colles MPSI G. Dalle

3. En déduire les valeurs respectives de +§ ﬂ et f (-1)*
' — k s 1

Exercice 10.18:

a
Si f : [0, +0o[— R est continue, on dit que f est intégrable sur R™ si la fonction a — / f(t)dt admet une
0

o0
limite lorsque a — co. On note alors / f(t)dt cette limite.
0

1. Montrer que Vo > —1, In(1 4+ z) < x.

2. Pour n € N*, montrer que Vz € [0,n], (1 — E) <e < (1 + E)_
n n
vn 2\" Vi v 2\ "
3. En déduire que : / (1 — ) dt < / e~ dt < / (1 + ) dt
0 n 0 0 n
z
4. On rappelle que ’étude des intégrales de Wallis donne : [, = cos™(t)dt ~ 2L Montrer que
0 n

oo
1
/ e~ dt existe et vaut 5\/7?
0

Exercice 10.19:

Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles a préciser :

4. xy + 2xy =

14+
5.y +y = (cosx)?
6. v’ + 5y + 6y = z(x + 2)

Exercice 10.20:

1
Trouver les applications f : R — R vérifiant : Vz € R, f'(x) = f(z) —l—/ f(®)dt et f(0) = 1.
0

Exercice 10.21:
¥=x—y

, avec les conditions initiales 2(0) = 0 et y(0) = 1.
y=r+y

Résoudre le systéeme {
Exercice 10.22:
Résoudre le probléeme de Cauchy y'(z) + y(z) = ze™*, y(0) = 0.

Exercice 10.23:
Soit f € €' (R, R) vérifiant lim (f(x)+ f'(z)) = 0. Montrer que lim f(x) = 0.
Tr—r00 T—r 00

Exercice 10.24:

Soit f € €' (R,R) vérifiant :

— x = f(z) + f'(x) décroissante et positive

I (f(x) + (@) =0

En résolvant une équation différentielle, montrer que lim f(z) = 0.
T—r0o0

Exercice 10.25:
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Résoudre 1’équation différentielle 3y — (Inx)y = 2

Exercice 10.26:

1
Résoudre 1'équation différentielle y'(z) + —y(z) =
x

Exercice 10.27:
Résoudre dans R I'équation différentielle y”(z) — 2y (z) + 2y(x) = €” cos(z)

Exercice 10.28:
Résoudre dans R puis dans C Iéquation différentielle y”(z) + y'(z) + y(z) = 0.

Exercice 10.29:

Résoudre I'équation différentielle y” + y = (cos z)?

Exercice 10.30:
1
On cherche les solutions sur RY de I'équation (E) : 2%y + 3zy' +y = —
x

1. Soit f € Z*(R%,R) et g : t — f(e'). Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g est solution
d’une équation différentielle (E’) que I'on précisera.

2. Résoudre I'équation (E’) et en déduire 'ensemble des solutions de (E). Montrer qu’il existe une unique
solution f de (F) telle que f(1) = f'(1) = 0.

Exercice 10.31:

Trouver les solutions f de classe €2 sur R de I'équation différentielle f”(x) + f(z) = max(e®, 1) vérifiant

£(0) = f(0) = 0.

Exercice 10.32:

Trouver toutes les fonctions f : R — R continues telles que

V(z,y) € R?, f(z +y) =e"f(y) +e'f()

Indication 10.32:

Dériver en utilisant le taux d’accroissement et se ramener & une équa diff usuelle.

Exercice 10.33:

1. Une population de y(t) individus (au temps ¢) évolue de la fagon suivante : sur un intervalle de temps dt,
un nombre ny(¢) d’individus naissent et un nombre my(t) d’individus meurent. Etudier son évolution.

d
2. Résoudre I’équation logistique diz =ay (1 — %) Etudier la fonction obtenue.

Indication 10.33:

Par changement de variable z = 1/y ou en séparant les variables.

On trouve y(t) = .
14 (&~ 1) e

11. SUITES NUMERIQUES

Exercice 11.1:

Etudier les suites récurrentes suivantes :
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1
1. up e Ry et Vn € Nyupqq = 5(1 +u?)

2. (') 6]0, 2[ et V’I’L € N, Up1 = U, + (_1)1'7,
1

1
3. up €R* et u =— 4 —
0 + n+1 u, n

Exercice 11.2:

Soient (a,) et (by,) deux suites complexes convergentes, de limites respectives a et b. Etudier la suite définie
agby, + a1bp—1 + ... + ap—1b1 + anbg
n+1 '

par u, =

Exercice 11.3:

Soit A > 1. A toute suite (u,) on associe la suite (v,) définie par v, = Aupt1 + uy,. Montrer que (uy,)
converge si et seulement si (v,,) converge.

Exercice 11.4:

1
1. Montrer que pour tout x € Ry, x — §x2 <Iln(l+z)<uz.

2. En déduire la limite de ,}:[1 (1 + nQ)

Exercice 11.5:

Soit pour n € N*, z, = €™ Montrer que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (zn) est U tout
entier.

Exercice 11.6:

Soit (u,) une suite convergente. On se donne ¢ une bijection de N dans N, et on définit, pour tout n,
Un = Ug(n). Montrer que (v,) converge vers la méme limite que (uy,).

Exercice 11.7:

Etudier la suite définie par up =1 et up41 =2+ Inu,

Exercice 11.8:

Etudier la suite définie par ug = 1 et w41 = cos(uy,)

Exercice 11.9:

n

S

k=0

Etudier la suite définie par ug =a > 0 et up41 =

Exercice 11.10:

On définit la suite (u,)nen par ug = 1 et up41 = up — ui.
1. Montrer que la suite converge et trouver sa limite.
2. Chercher un réel o tel que u, ,; — v, admette une limite finie.

3. En déduire grace au théoreme de Cesaro un équivalent de w,,.

Exercice 11.11:

La suite définir par u,4+1 = 1 — 1/u, converge-t-elle ?

Exercice 11.12:
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On pose, pour tout n € N, u,, = sin(7(2 + v/3)"). Montrer que u,, — 0.

Exercice 11.13:

Soit (2 )nen une énumération des rationnels de 'intervalle [0, 1]. Montrer que cette suite diverge.

Exercice 11.14:

Donner un exemple de suite (u,) divergente telle que pour tout entier k > 2, la suite (ugy,) converge.

Exercice 11.15:

u
Soit (y)nen- une suite vérifiant V(p, q) € N2, Uptq < Up + Ug. Supposons que la suite (—n) soit minorée.
n

. Unp,
Montrer qu’elle converge alors vers inf —.
neN* n

Exercice 11.16:

Réciproque du théoreme de Cesaro dans le cas ou la suite est croissante.

Exercice 11.17:

Yn = SUp Tp
Soit (x,) une suite bornée de réels. On pose pour tout n € N : pzn

Zn = lgn Tp
1. Montrer que les suites (yn) et (Zn) convergent.

2. Montrer que (z,,) converge si et seulement si elles ont méme limite.

Exercice 11.18:

Soit (uy,) une suite croissante, on définit v, = w
1. Que dire de la monotonie de u,, 7
2. Montrer que si u,, converge, v,, aussi. Indication : on prouvera 'inégalité va,, > UHTW
3. Montrer que si v, converge, u, converge.
Exercice 11.19:
7/4
Soit I, = / (tanz)"dz.
1. Calculer0 I,,4+2 + I, pour tout n.
2. Trouver la limite de la suite (I,,) (séparer pour cela I'intervalle d’intégration en [0, Z —e]u [% —¢, Z]
i e de ST DR R (D!
3. En déduire les valeurs respectives de ,; 2 et ; 1

Exercice 11.20:

n

. 1
Soient v > 0 et u,, = kz_:l T
1. Montrer que si a > 1, u, > 0 et si a < 1, u, = +00.
2. Montrer que si @ = 1, u, admet une limite. On utilisera 'encadrement In(1 + z) < x < —In(1 — z)

valable pour tout réel = € [0, 1].

Exercice 11.21:

1
Soit S, = ——. On pose u,, = S, —2v/n et v, =5, —2vn + 1.
,;\/E p vn v,
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1
1. Montrer que u,, et v, convergent vers une limite commune. En déduire la limite de 2\75”.
n

2. Retrouver ce résultat par une comparaison somme-intégrale.

Exercice 11.22:
Soient 0 < a < b des réels. On définit par récurrence deux suites (uy,) et (v,) en posant ug = a, vo = b
Un+1 = V/UnUp

1 . Montrer que ces deux suites convergent vers une limite commune
Un+1 = E(un + Un)

et pour tout n € N,

I €]a, b[. Donner une expression simple de .

Exercice 11.23:
Zn + |2n]

Etudier la suite (z,,) définie par zg € C et 2,41 = 5

Exercice 11.24: Bolzano-Weierstrass revisité

1. Soit (u,) une suite réelle. Montrer qu’on peut extraire de (u,) une suite monotone. Considérer pour cela
lensemble E = {n € N,Vp > n,z, < z,}.
2. Soit (uy,) une suite réelle bornée. Montrer qu’on peut extraire de (u,) une suite convergente.

3. Que dire d’une suite réelle bornée n’admettant qu’une seule valeur d’adhérence ?

4. Soit (uy,) une suite réelle bornée telle que u, + u% — [ € R. Montrer que (u,,) converge.

Exercice 11.25: Suites de Cauchy

Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) est "de Cauchy" si :
Ve > 0,3N € N,Vp,g > N, |Ju, —uq| <€

1. Montrer qu’une suite convergente est de Cauchy.
2. Montrer qu'une suite de Cauchy est bornée.

3. Montrer qu'une suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence | converge vers cette valeur.

4. Conclure que dans R, (u,) converge ssi (u,) est de Cauchy.

Exercice 11.26:

On définit la suite (up)nen par ug = 1 et Upy1 = Uy — u2.

1. Montrer que la suite converge et trouver sa limite.

2. Chercher un réel « tel que u;, | — u;, admette une limite finie.

3. En déduire grace au théoreme de Cesaro un équivalent de wu,,.

Exercice 11.27:

Soit « € R’ . Montrer qu'il existe une unique suite d’entiers positifs, strictement croissante, telle que
1 1 1

r=—++ +
T T1X2 L1X2T3

Exercice 11.28:

Soit f:xz € R} — z+Inzx.

1. Montrer que f réalise une bijection de R’} dans R. On pose u, = f~Y(n) pour n € N*. Etudier la
monotonie de (u,) et sa limite.

2. Montrer que pour tout n € N*, n —Inn < w, < n, en déduire un équivalent de wu,. On définit pour
n € N* : v, = u,, — n. Montrer que v,, ~ —Inn.
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1 1
3. Conclure que u, =n —Inn — un +o0 <)
n n
Exercice 11.29:

On note x,, 'unique solution réelle de I’équation ™ = x+n. Montrer que x,, est bien définie, qu’elle converge
vers une limite [, puis donner un équivalent de z,, — [.

Exercice 11.30:

Montrer que pour tout entier n, I’équation e = n — x admet une unique solution réelle xz,,. Donner un
développement asymptotique a trois termes de x,,.

Exercice 11.31:

Soit f : @+ (cosx)/® et C la courbe de f.

1. Montrer I'existence d’une suite (x,)nen vérifiant :
— (m,,) est croissante positive
— la tangente & C au point (z,, f(z,)) passe par O

2. Trouver un développement asymptotique a deux termes de x,

Exercice 11.32:
Soit (un)nen la suite prenant une fois la valeur 1, deux fois la valeur 2, trois fois la valeur 3, et ainsi de suite.

Donner un équivalent de u,,.

Exercice 11.33:

1. Chercher toutes les suites (u,) de la forme Ag™ puis de la forme Bn® vérifiant la relation
1

Vi

Up+1 — Up ~

2. Montrer que la suite définie par vo =1 et Vn € N, v,,41 = v, + diverge.
n
Exercice 11.34:
n
Donner un équivalent de u,, = Z k% avec a > —1.
k=1
Exercice 11.35:
n n
.. . ’ s ni|o. .
Notons d(n) le nombre de diviseurs de Uentier n. En montrant 1’égalité Z d(k) = Z {EJ’ justifier qu’un
k=1 m=1

entier de [1,n] a "en moyenne" In(n) diviseurs.

12. LIMITES, ETUDES LOCALES OU ASYMPTOTIQUES

Exercice 12.1:

Donner la limite des suites ci-dessous :
1

1. up, = <f[ (n+ k)) )

k=1

2. unzz(i)
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Exercice 12.2:
Donner un équivalent des fonctions suivantes :

1+ tan?(z) — 1
sin(x)

1
Q.xr—><ln(m)) en +o0o
T
V1422 ( x )
In en +o0o
T

sin (1)

1. z— en 0

Exercice 12.3:
]

Est-ce que la fonction x +— W admet une limite en +o00?
T

Exercice 12.4:
Soit f € €' (R, R) vérifiant :
— x> f(z) + f'(z) décroissante et positive
— lim (f(x) + f'(x)) =0
Tr—r00
En résolvant une équation différentielle, montrer que lim f(z) = 0.
r—r0o0
Indication 12.4:

Si on écrit f+ f’ = g avec g décroissante de limite nulle, on se retrouve & résoudre cette équation différentielle
par la variation de la constante, pour arriver a une expression du style :

@) = FO e [yt

Et on veut montrer f(z) — 0.
T
Pour cela, écrire I'intégrale de droite comme / e'~"g(t)dt incite & distinguer :
0

— La zone ou t est "grand" et ou g sera petite
— La zone ot t est "petit" et ot '~ % sera petite
Autrement dit, une séparation judicieuse de 'intervalle d’intégration peut nous amener par des majorations

séparées de chaque c6té au résultat souhaité.

13. CONTINUITE

Exercice 13.1:

Trouver les fonctions f : R — R continues et vérifiant Vz € R, f(22) = —f(z)

Exercice 13.2:

Trouver les fonctions f : R — R continues et vérifiant V(x,y) € R?, f(z +y)f(x —y) = f(z)?f(y)*

Exercice 13.3:

Etudier la continuité sur R de z — |z] + Va— — |z].

Exercice 13.4:
n

x .
Montrer que f : x — sup — est continue sur R.
neN 1

Exercice 13.5:
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Soit f : R — R continue décroissante. Montrer que f admet un unique pt fixe.

Exercice 13.6:

Soient f,g: R — R avec g périodique, f + g monotone et lirf f(x) = 0. Montrer que g est constante.
r—r+00

Exercice 13.7:

Soient f et g deux fonctions continues. Montrer que la fonction max(f, g) est continue.

Exercice 13.8:

Soit f continue en 0 et telle que ¥(z,y) € R?, f(x +y) + f(z —y) = 2(f(z) + f(y))
1. Etudier la parité de f

2. Montrer que f(nz) = nf(x) pour tout n € Z.

3. Moutrer que f(rz) = rf(x) pour tout r € Q.

4. Conclure.

Exercice 13.9:

Soit f : R — R injective vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires. Montrer que f est continue.

Exercice 13.10:

1
Soit f :[0,1] — [0, 1] continue telle que f(0) = f(1). Montrer que pour tout n € N* il existe x,, € [07 1- ]
n
1
tel que f(x,) = f (xn + )
n

Exercice 13.11:

Soit f:z €R— . Montrer que f se restreint en une bijection. Donner une expression de la bijection

_r
1+ |z
réciproque.

Exercice 13.12:

Soit f croissante sur [a, b] et prenant toutes les valeurs entre f(a) et f(b). Montrer que f est continue.

Exercice 13.13:

Déterminer les applications f : R — R telles que ¥(x,y) € R? |f(z) — f(y)| = |z — y|.
On montrera qu’il s’agit des applications x — a + x, a € R.

Exercice 13.14:
Soient f et g deux fonctions réelles telles que Va € R, |f(x)| = |g(z)| # 0. Montrer que f =g ou f = —g.

Exercice 13.15:

Soient f,g: R — R avec g périodique, f + g monotone et liIE f(x) = 0. Montrer que g est constante.
Tr—r+00

Exercice 13.16:

Montrer qu’une fonction continue périodique est bornée sur R.

Exercice 13.17:

Soit f: R — R telle que f(z) = +0o quand & — Fo00. Montrer que f admet un minimum global.

Exercice 13.18:
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Soit f : R — R uniformément continue. Montrer ’existence de constantes A et B telles que
Ve e R,|f(x)] < Alz| + B.

Exercice 13.19:

Soit f : Ry — R vérifiant : pour tout = € Ry, il existe € > 0 tel que fjj,_c ;e[ s0it croissante. Montrer que
[ est croissante. Etudier pour cela £ = {x € Ry, fjj0,] est croissante}

Exercice 13.20:

Une fonction f : R — R est dite eunitnoc au point zq si elle vérifie :
Ve >0,3n > 0,Vz € R, |z —xo| <e = |f(x) — f(zo)| <17

1. Montrer que les fonctions affines sont enuitnoc en tout point de R.
2. Montrer que si f est enuitnoc en x, alors elle I’est en tout point de R.

3. Montrer que les fonctions = — /z et x — 2 sont enuitnoc en 0.

. 0 six = E[w] ) ) T
4. Soit g : x — 2" 7. Cette fonction est-elle enuitnoc en — 7
tan(x) sinon 2

Exercice 13.21:

1. Donner une fonction continue sur R, de limite nulle en 400 mais non uniformément continue.

2. Donner une fonction dérivable sur R, telle que f(z) —— 0, f’(z) —— 0 mais f ne soit pas unifor-
xr—r 00 T—r00

mément continue.

Exercice 13.22:

Soit f € €°([a,b], R). Montrer que pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que ¥(z,y) € [a,b], |f(y) — f(x)] <
e+a(y— )2

14. DERIVABILITE

Exercice 14.1:
Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] dans R. Montrer que la fonction

h:t— sup (f(x)+tg(x)) est lipschitzienne.
z€[a,b]

Exercice 14.2:

Pour toute partie A de R, on définit la fonction "distance & A" par d(z, A) = in}f4 |z — y|. Montrer que cette
ye

fonction est lipschitzienne.

Exercice 14.3:

Soit f € €°(R,RT). Montrer qu’il existe une suite (z,,) de réels telle que f'(x,) — 0.

Exercice 14.4:

Soit f : R — R une fonction T-périodique dérivable. Montrer que pour tout a réel, il existe ¢ # d € [a,a+T|
tels que f'(c) = f'(d) = 0.

Exercice 14.5:

Calculer la dérivée n-itme de f: 2 — 2" 'lna.

Exercice 14.6:
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1
Trouver les zéros de la dérivée n-itme de f(z) = ——.
1+ a2

Exercice 14.7:
x

Soit f(x) =exp ( ;2

1
). Montrer que f est €' sur R.

Exercice 14.8:

Soit f : R — R que 'on suppose continue, dérivable en 0 et telle que :

f(@) + 1Y)
1—f(x)f(y)

1. Calculer f(0). Montrer qu’il existe un intervalle | — a, a[ sur lequel |f(x)| < 1/2.

V(z,y) €R? flz+y) =

2. Montrer que f est continue sur | — a, a]. Montrer qu’elle y est méme dérivable.

3. En déduire I'expression de f. Commentaire ?

Exercice 14.9:

1
Montrer que pour tout z € R, ((E + ) arctan(z) > 1.
x

Exercice 14.10:

Calculer la dérivée n-itme de f: 2z — 2" 'lnz.

Exercice 14.11:

Appliquer 1’égalité des accroissements finis & une fonction trindéme. Que remarque-t-on ?

Exercice 14.12:

Justifier que f : & € [0,7/2] — Vsinz + z réalise une bijection sur un intervalle & préciser, puis que sa
réciproque est dérivable sur cet intervalle.

Exercice 14.13:

Théoréme de Rolle itéré.

Exercice 14.14:

Soient a > 0, f une fonction réelle continue et dérivable sur [0, a]. On suppose f(0) = 0 et f(a)f’(a) < 0.
Montrer qu’il existe ¢ €]0, a| tel que f'(c) = 0.

Exercice 14.15:

Déterminer lim ((:1: + l)ez%l - xe%).

r— 400

Exercice 14.16:

Soit f : [a,b] — R dérivable, non constante et telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout ¢ € R\[a, b],
il existe un point d de [a, b] tel que la tangente au graphe de f en d coupe l'axe des abscisses au point c.

Indication 14.16:

Soit d € R\[a,b], par exemple d > b. On cherche un point ¢ € [a,b] tel que (d,0) € T.Cy, autrement dit

fle)+ f(e)(d—c) =0.
@)

Soit h: x> . h est bien définie et dérivable sur [a,b] puisque d > b > a.

P —d) = f(z)

On a de plus : h/(z) = @ —d?
_
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Puisque h(a) = h(b) = 0, il existe ¢ € [a, b] tel que h'(c) = 0, ie. f'(c)(c—d)—f(d) = —(f(c)+f'(c)(d—c)) = 0.
D’ou le résultat.

Exercice 14.17:
Soit f : I — R ou I est un intervalle ouvert de R. Soit a € I. On appelle dérivée centrale de f au point a, s’il

. . . flath) = fla—h)
existe, le réel f.(a) = lim
20 2h

elle y admet une dérivée centrale. Montrer par des exemples que f peut admettre une dérivée centrale sans étre
continue en a, ou bien en étant continue mais dérivable ni a gauche, ni a droite.

. Montrer que si f est dérivable & gauche et a droite en a, alors

Exercice 14.18:

Vz € R, f'(x)f'(f(z)) =1

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que
v pp f v K {f(()) —0et f/(0) >0

Exercice 14.19:

Soit f € €™(R,R), on définit g : x +— f(2?). Calculer la dérivée n-ieme de g en fonction des dérivées
successives de f.

Exercice 14.20:

Soit f : I — R ou I est un intervalle de R. On suppose qu’existent deux réels K > 0 et a > 1 tels que
Ve,y € I, |f(x) — f(y)| < K|z —y|*. Montrer que f est identiquement nulle.

Exercice 14.21:
Soit f € €*(R,R) vérifiant li_)m f(z)+ f'(x) = 0. Montrer que li_>m f(z) = lim f'(z)=0.
x (oo} x o0

T—0o0

Exercice 14.22:
Soit f : [0,1] — R dérivable telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Montrer que pour tout entier n, il existe des

. 1
réels 0 < xy < ... <z, <1 tels que -~ ;f’(zk) =1.

15. APPROXIMATIONS POLYNOMIALES

Exercice 15.1:

Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P € Z[X] non constant tel que P(n) soit un nombre premier pour
tout entier n. On écrira pour cela P(n + P(n)) a 'aide d’une formule de Taylor.

Indication 15.1:

L’indication permet d’intuiter, puis de démontrer formellement, que P(n + kP(n)) est divisible par P(n)
pour tout k € N.

Exercice 15.2:
Soient f € €°(R,R) et P € R[X] de degré impair. On suppose que Vn € N, Vz € R, |f™(z)| < |P(x)|.
Montrer que f est identiquement nulle.
Exercice 15.3:
Soit f € €*(R,R,). On suppose que sup |f”(z)| < M.
zeR

2
1. Montrer que V(z,y) € R?, f(z) +yf'(z) + %M >0
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2. En déduire que Vo € R, |f'(z)| < /2M f(z)
3. Que dire du cas d’égalité?

Exercice 15.4:

Soit f € € (Ry,R) telle que f(0) =1 et ¥z > 1/2, f(x) = 0. Montrer que sup |f"™ (z)] > 2"n! pour tout

reER L
n € N.

Exercice 15.5:

Soit f de classe €2 telle que f”(0) # 0.
1. Montrer que Vz, 30, f(z) = f(0) + zf'(0x).
2. Montrer que pour z assez petit, 6 est unique.

3. Calculer lim 6.
x—0

Exercice 15.6:

Soit f de classe €. Supposons f — 0 et f” — 0 en +oco. Montrer que f’ — 0.

Exercice 15.7:

Donner une valeur approchée de sin(3.15) et estimer la marge d’erreur.

Exercice 15.8:

Soit f de classe € vérifiant

— VYneN, fM(0)=0.

— 3A>0,Vn € N,sup |f(™] < A"n!
R

Montrer que f =0 sur | — 1/A, 1/A[ puis sur R.

Exercice 15.9:
T

Déterminer les dérivées d’ordre 0 a 4 de la fonction f : z —
tanh x

Exercice 15.10:
Donner un développement limité en 0 des fonctions suivantes :

1. (1+ sinm)%

Inx
2. exp (mx — 1)

)(cot z)?2

3. (cosz
1 1
e? —1 z(x+1)

5. \/1++V1+ 22
In (tan (% +9:))

sinx

Exercice 15.11:

Calculer les limites suivantes :

1. lim t e
wﬁlinoo an 2¢+1

2. (cos v/z)*

lim
r—0t
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3 lim In(sin z)
=% (m —2x)2
14+ 2)% -1
4 lim LE)

Exercice 15.12:

Former le DL3 en 0 de x + arctan(e”).

Exercice 15.13:

Déterminer le DL en 0 de x +— 2" sin(1/x).

Exercice 15.14:

Etudier 'asymptote en +oco et la position relative de la courbe pour les fonctions suivantes :

[ a3 5 1
T — r — x°arctan | ——
x—1 1+

Exercice 15.15:

Montrer que pour tout entier n, I’équation e = n — x admet une unique solution réelle z,,. Donner un
développement asymptotique a deux termes de x,,.

Exercice 15.16:

i 7r
On définit x,, comme 'unique solution dans 'intervalle |nm — 5 nw + §[ de I'équation tan x = x. Donner
un développement asymptotique a trois termes de x,,.

Exercice 15.17:

Soit (u,) une suite de réels telle que pour tout n on ait u> + nu, — 1 = 0. Trouver un développement
asymptotique a deux termes de u,,.

Exercice 15.18:

Soit f : & € R+ x4+ 3. Montrer qu’elle est bijective de R dans lui-méme, donner un développement limité
de f~1en 0.

Exercice 15.19:

Déterminer le DL de f~!, si f : x> ze” .

16. INTEGRALE DE RIEMANN

Exercice 16.1:
2 2

x
Calculer l'aire intérieure de l'ellipse d’équation — + z—z =1.
a
Exercice 16.2:
kn
Calculer la limite de Z — lorsque n — oo, avec k entier fixé.
j=n-+1

Exercice 16.3:
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n
Calculer la limite de u,, = E sin — sin — lorsque n — oco.
n n
k=1

Exercice 16.4:

Formule de la moyenne.

Exercice 16.5:

27
Soit a € R} \{1}. Calculer I = / In(1 — 2a cost + a?)dt en utilisant les sommes de Riemann
0

Exercice 16.6:

1 1
Soit f € €°([0,1],R) telle que / f(t)dt = 0. Posons a = min f et b = max f. Montrer que / f(t)%dt < —ab.
0 0

Exercice 16.7:

1
Soit f € €°([0,1],R). Montrer que la suite u,, = / f(&™)dt converge vers f(0).
0

Exercice 16.8:
2 )
Pour z € R, aneq £ 1, on pose I(z) = / In|z — e'|dt. En utilisant les sommes de Riemann, calculer I(x).

Exercice 16.9:

dx
1+am

1
Soit, pour n € N, I,, = / . Etudier la suite (I,,) et en trouver un développement asymptotique a la
0

1
précision o () .
n

Exercice 16.10:
Tty
Trouver toutes les applications f € €°(R,R) vérifiant V(z,y) € R?, f(z)f(y) = / f@)de.
Exercice 16.11:
10 I
Soient f € €°([a,b],R) et » € €°(R,R) convexe. Montrer : ¢ m/ f®dt | < m/ o(f(t))dt

Exercice 16.12:
Soit f € €°([a,b],C). A quelle condition sur f a-t-on :

/ |t = / " poar

Exercice 16.13:

1
1
Soit f € €°([0,1],R) telle que / f®)dt = 7 Montrer que f admet un point fixe.
0

Exercice 16.14:

Soit o € &,,. Soit f : [0,1] — [0,1] qui échange les n premieres décimales d’un réel selon la permutation o.
Montrer que f est continue par morceaux et calculer son intégrale dans le cas n = 2.

Exercice 16.15:
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n 1
Soit f € €2([0,1],R). On pose u, = i;f <Z) 7/0 f(t)dt. Montrer que u,, ~ %nf(o)

Exercice 16.16:

On dit qu'une partie A de R est négligeable si, pour tout réel ¢ > 0, il existe une famille (I, ), ey d’intervalles

400

lan, by | telle que A C U I, et Z (b, —ap) < e.
neN n=0

1. Montrer qu’'une réunion dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.

2. Montrer qu'une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann si et seulement si
l’ensemble des points de [a, b] ou f est discontinue est négligeable.

Exercice 16.17:

b
Soient f : [a,b] — R continue et soit n € N*. On suppose que Vk € [0, n], / tf f(t)dt = 0. On veut montrer

que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].
b
1. Si P est un polynome de degré < n, que dire de / f@)P(t)dt?

2. Supposons par 'absurde que f s’annule seulement en m points de [a, b] avec m < n. Construire a I’aide
de f (en particulier avec certains zéros bien choisis) une fonction g telle que Vz € [a,b], g(x) > 0 et telle

b
que / g(t)dt = 0. Conclure.

Exercice 16.18:

Soit ¢ une fonction continue positive, a € R et y une fonction réelle de classe €. On suppose que

VecR,. () <at / " y(o(t)dr

Montrer que :

Ve e Ry, y(zr) <aexp [/T (b(t)dt}
0
17. SERIES NUMERIQUES

Exercice 17.1:

Donner la nature des séries dont les termes généraux sont donnés ci-dessous :

1wy, =f (le) avec f € €2([0,1],R)

2. Uy = ———
n
1
3., = +1/24+...+1/n
In(n!)
_1)"
4. un:1n<1—|— (=1) )
n%Ilnn
5. Uup = —5 ol d,, est le nombre de diviseurs de n
n
n k N . .
6. up = Zn(k) ot x, (k) vaut 1 si n|k, 0 sinon
n
1+20 4 .. !
7. unzﬁavecpez
(n+p)!
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Exercice 17.2:

. JERTREN aps Up + ... + U2p—1 A~
Soit E u, une série a terme positifs. On pose v, = ——— . Montrer que E v, est de méme
n

nature que E Uy -

Exercice 17.3:

Soit E u, une série convergente a termes positifs. Etudier la convergence de la série de terme général
n
1
Up = — E kuy.
n
k=1

Exercice 17.4:

Soit a, = max{p € P, p|n}. Etudier la convergence de la série Z grace a une transformation d’Abel.

1
na,
Exercice 17.5:

1
Soit (a,) une suite de réels positifs tels que Zan converge. On définit b,, = ail ™. Montrer que an
converge également. On distinguera les cas b, > 2a, et b, < 2a,.

Exercice 17.6:
n

1. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles strictement positives. Pour n € N, on pose U, = Zuk et
k=0

n
Vi, = Z vg. Montrer que si u, ~ v, et V,, = +oc alors U, ~ V,,.
k=0
2. Application : que dire d’une suite (u,) telle que u, U, — 17

Exercice 17.7:

Soit a €]0,1[, (u,) une suite de réels positifs et (z,) la suite définie par zo > 0 et Vn € N, z,41 =
azy, + (1 — a)y/uy, + x2. Montrer que la série Zun et la suite (z,,) sont de méme nature.

Exercice 17.8:

Soit (z,,) une suite complexe. A quelle condition existe-t-il une extractrice ¢ telle que Z Zg(n) converge?

Exercice 17.9:

n

Soit (uy) une suite de réels positifs tendant vers 0. On pose U,, = Zuk et on suppose 'existence d’une

k=1
constante M > 0 bornant la suite (U,, — nu,,) en valeur absolue. Montrer que Z uj converge.
Un Un—l

On pourra s’aider de 'inégalité suivante, préalablement démontrée :

<M< ! _1)_
- n—1 n

Soit f une application de R dans R telle que pour toute suite (u,,) de réels tels que Z U, converge, Z f(up)

n—1

Exercice 17.10:

converge aussi. Montrer que f est continue en 0 et vérifie, pour x et y suffisamment proches de 0, I’équation
fx+1y) = f(z)+ f(y). Caractériser alors f.
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PROBABILITES

18. DENOMBREMENT

Exercice 18.1:

Un jeu de poker comporte 32 cartes, une main est composée de 5 cartes non ordonnées.

1. Combien y-a-t-il de mains possibles ?

Combien y a-t-il de mains contenant une paire ? une double paire ? un brelan ? un carré?
Combien y-a-t-il de flush? de quintes?

Combien de mains contiennent au plus deux carreaux ?

A

Combien de mains contiennent au moins un coeur ou une dame ?

Exercice 18.2:

On dispose r boules dans n urnes, 7 < n. Quelle est la probabilité d’avoir au plus une boule dans chaque
urne ?

Exercice 18.3:

Soit S(n, k) le nombre de surjections d’un ensemble & n éléments vers un ensemble & k éléments. Montrer

. S(n, k)

que le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments est P, = Z X
k=1 ’

Exercice 18.4:
On définit a,, le nombre d’involutions d’un ensemble fini A de cardinal n, ie le nombre de fonctions f: A — A

vérifiant f? = id4. Trouver une relation de récurrence satisfaite par la suite (an). Montrer qu’elle s’exprime par
n

la formule a,, = Z <Z> knk

k=0

Exercice 18.5:

Soient n € N* points du plan tels que trois quelconques ne soient pas alignés. Combien de triangles définissent-
ils 7

Exercice 18.6:

Nombre de partitions d’un ensemble fini en deux ensembles ? En trois ensembles 7

Exercice 18.7:

On note S(m,n) le nombre de surjections d’un ensemble de car- dinal m sur un ensemble de cardinal n
(m >mn).

1. Démontrer S(m,n) =n(S(m,n—1)+S(m—1,n—1))

2 pamonsr =3, st

Exercice 18.8:
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Soit E un ensemble fini de cardinal n. Combien y a-t-il de couples (A, B) € R(E)? tels que A C B?

Exercice 18.9:

On définit a,, le nombre d’involutions d’un ensemble fini A de cardinal n, ie le nombre de fonctions f: A — A
vérifiant f? = id4. Trouver une relation de récurrence satisfaite par la suite (an). Montrer qu’elle s’exprime par

la formule a,, = Z <Z> knk,

k=0

Exercice 18.10:
On se place dans le plan R? et on considére n droites Aq,..., A, en position générale : elles ne sont pas

concourantes, et il n’y en a pas deux paralléles. Donner le nombre R, de régions découpées par ces droites.

Exercice 18.11:

1. Soit, pour n € N, ¢, le nombre de fagons de trianguler un polynéme convexe a n + 2 sommets. Trouver
une relation de récurrence satisfaite par (c,).

1

2n
2. Montrer que la suite < ) vérifie la méme relation de récurrence que a,, et b,.
n

Exercice 18.12:
Soient x1, ..., x, des réels. Montrer la formule :

n

Z (—1)F+1 Z min{zy, ..., &, } = max{xy, ..., Ty}

k=1 1<i1<..<in<n

Exercice 18.13:

Soit E un ensemble de cardinal n.

1. Trouver le nombre de lois de composition interne sur E qui sont commutatives et admettent un élément
neutre.

2. Enoncer une relation de récurrence donnant le nombre de relations d’équivalence qu’on peut définir sur
E.

Exercice 18.14:

Etant donné F un ensemble de cardinal n, on appelle famille intersectante de E un sous-ensemble F de
PB(E) tel que si Fy, Fy sont des parties de E qui appartiennent & F, elles ont au moins un élément en commun.
1. Soit F € F : que dire de F'? En déduire que |F| < 2" 1.

2. Déterminer toutes les familles intersectantes de cardinal maximal.

Exercice 18.15:

Soit S(n, k) le nombre de surjections d’un ensemble & n éléments vers un ensemble & k éléments. Montrer
n
S(n, k
que le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments est P, = Z ( k‘; )
k=1 ’

Exercice 18.16:

Montrer que dans une assemblée de n personnes il y en a toujours deux qui ont exactement le méme nombre
d’amis au sein du groupe.

Exercice 18.17:

Soit o € &,,. Déterminer le nombre de parties de [1,n] stables par o.
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Exercice 18.18:
On note d,, ; le nombre de sous-ensembles de [1,n] de cardinal k ne contenant pas deux entiers consécutifs.

1. Trouver une relation de récurrence pour d, j.

n
2. Exprimer D,, = E dy ;; & I'aide de nombres de Fibonacci.
k=0
3. En déduire une expression des nombres de Fibonacci a ’aide d’une somme de coefficients binomiaux.

Exercice 18.19:

On appelle antichaine de B([1,n]) toute partie A non vide de P([1,n]) vérifiant la propriété suivante :
VX, Y e AL X#Y = X ¢ Y. On se propose de montrer le lemme de Sperner : toute antichaine de B([1, n])

a un cardinal majoré par

[n/2])

1. Donner un exemple d’antichaine de cardinal ( " )
[n/2]

2. Si k € [0,n], comparer <Z) ot <an;2 J)’

3. Soit B une partie de [1,n] de cardinal k. Si o € &, on dit que o commence par B si B = {o(1),...,0(k)}.

A Daide de cette notion, montrer, si A est une antichaine de B([1,n]), I'inégalité : Z |B|!(n — |B])! < nl.
BeA

4. Conclure.

19. ESPACES PROBABILISES

Exercice 19.1:

Soint A, B deux évenements. Montrer que max{0,P(A) + P(B) — 1} < P(AN B) < min{P(A),P(B)}.

Exercice 19.2:

Une urne contient des boules blanches et noires en proportion p et q (avec p+¢ = 1). On opeére & des tirages
successifs avec remise.

1. Quelle est la probabilité que la premiere boule blanche tirée apparaisse lors du n-ieme tirage ?

2. Quelle est la probabilité que la k-iéme boule blanche tirée apparaisse lors du n-iéme tirage ?

Exercice 19.3:

Un championnat de football rassemble n équipes de L1 et n équipes de L2, chacune jouant un match et
un seul. Calculer la probabilité p, que tous les matchs soient mixtes, la probabilité g, qu’aucun ne le soit, et
trouver leurs limites quand n — oo.

Exercice 19.4:

Des joueurs en nombre infini (Ji)ren+ s’affrontent de la maniére suivante : chaque manche oppose deux
concurrents qui ont chacun la probabilité 1/2 de gagner. La premiére manche oppose J; et Jo et, a I’étape n, si
elle a lieu, le gagnant de I’épreuve précédente affronte le joueur A, 1. Le jeu s’arréte lorsque, pour la premiere
fois, un joueur gagne deux manches consécutives.

1. Quelle est la probabilité que ’étape n ait lieu ?
2. En déduire que le jeu s’arréte presque stirement.

3. Quelle est la probabilité que le joueur A, gagne?

Exercice 19.5:
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Une succession d’individus se transmet une information binaire de proche en proche, qui bascule a chaque
fois avec probabilité p. Quelle est la probabilité que 'individu de fin recoive la bonne information ?

Exercice 19.6:

Soit A un éveénement indépendant de tous les autres. Calculer P(A).

Exercice 19.7:

Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé, (A, )nen une suite d’événements. On note lim4,, 'ensemble des w €

qui appartiennent & une infinité de A,,.
(oo} oo

1. Justifier que limA,, = ﬂ U Ay, et en déduire que limA,, € 7.

n=1k=n

(o)
2. On suppose que Z]P’(An) < +00. Montrer que P(lim4,,) = 0.

n=0

o0
3. On suppose que Z P(A,) = +o0 et que les A,, sont mutuellement indépendants. Montrer que P(limA,,) =

n=0

1.
4. Application : singe dactylographe.

Exercice 19.8:

Un étudiant fait face & un QCM de n questions, chacune avec 4 réponses possibles. Pour chacune il connait
la réponse avec probabilité p, sinon il répond au hasard. Quelle est I'espérance de sa note ?

Exercice 19.9:

Dans cet exercice toutes les variables sont a valeurs dans un sous-ensemble fini de Z. On appelle fonction
caractéristique d’une variable aléatoire X la fonction ¢x : u € R +— E[e’*] € C.

1. Montrer que ¢x est bien définie, 2r-périodique et de classe . Calculer ¢x(0), ¢’y (0).
2. Soit X suivant une loi de Bernouilli : calculer ¢x.

3. Montrer que si X et Y sont indépendantes, ¢px 1y (u) = dx (u)dy (u).

4. En déduire ¢x pour X de loi binomiale.

Exercice 19.10:

1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [1,n]. Exprimer E[X] en fonction des P(X > k).

2. Soient X, Y deux variables aléatoires uniformes dans [1, n]. Calculer E[max(X,Y)], E[min(X,Y)], E[|X —
Y.

Exercice 19.11:

On munit [1,n] de la probabilité uniforme. Existe-t-il deux événements indépendants de probabilité p €]0, 1[?

Exercice 19.12:

On choisit n points au hasard sur un cercle. Quelle est la probabilité que lorsqu’on les relie en un polygone
convexe, le centre du cercle appartienne & ce polygone ?

Exercice 19.13:

d(ANn[1
Pour tout sous-ensemble A de N, on note a, = M et p(A) la limite de a, lorsque celle-ci

existe, appelée mesure de A. On note L 'ensemble des parties de N pour lesquelles p est définie.
1. Soit z € [0, 1]. Trouver une infinité de parties de N de mesure z.

2. Montrer que L # P(N). L est-elle une tribu ?
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3. La mesure p est-elle o-additive ?

Exercice 19.14:
Soit n = p{'...p%" un entier > 2. On note P la probabilité uniforme sur Q@ = [[1, n].

1. Que définit la fonction d’Euler ¢(n)?
2. Soit d un diviseur de n, et M (d) Pensemble de ses multiples dans €. Calculer P(M (d)).

3. Montrer que p(n) = card ﬂ M (p;)

i=1
4. En déduire la valeur de p(n).

Exercice 19.15:

> 1 1
Soit s €]1,+00[. On note ((s) = Z s et on définit, pour tout n € N*, P({n}) = RO
n=1

1. Vérifier que cela définit une probabilité sur N*. Si k € N*, exprimer P(kN*).
2. Montrer que les événements {pN*, p € P} forment une famille mutuellement indépendante.

=1 1
3. Etablir la formule : Z Y
ST T (R

20. VARIABLES ALEATOIRES

Exercice 20.1:
-z _, 14z,
e e
2 2
(b) Soit X une variable aléatoire centrée bornée par 1. Montrer que pour tout ¢, la variable e X est
2
d’expérance finie, et que E(eX) < ch(t) < et /2

2. Soient (Xi)ie[[l,n]] des variables aléatoires mutuellement indépendantes centrées et bornées. On note

n
¢; = sup | X;(w)| et S, = ZXi
weN i—1

1. (a) Pour t réel et x € [—1,1], montrer que e"* <

RN
(a) Montrer que E(e"") < exp [2 Z cf]
i=1

(b) On suppose désormais ¢t > 0. En utilisant 1'inégalité de Markov, montrer que pour tout o > 0,
2
—ta + 5 Z Cf]
i=1

2
(c) En déduire que P(|S,| > a) < 2exp {—22{;103]

P(S, > a) < exp

Exercice 20.2:

Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur G,,.
1. Soit A C [1,n] de cardinal k. Calculer la probabilité de I’évenement "X 4 est croissante".

2. Soit 9 lapplication qui a o € &,, associe le cardinal du plus grand ensemble sur lequel o est croissante.

Montrer que pour k € [1,n] on a: P(¢(X) > k) < ;(Z)

3. Montrer que si ¢ > e on a pour n assez grand : E(¢(X)) < cy/n.
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Exercice 20.3:

Soient X et Y deux variables aléatoires prenant respectivement m et n valeurs. Montrer que X et Y sont
indépendantes si et seulement si V(k,1) € [1,m] x [1,n], E(X*Y!) = E(X*)E(Y").

Exercice 20.4:

Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parameétre p décalée : Vn € N, P(X = n) =
(1 —p)"p. On note @ et R respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de X par un entier d
fixé. Déterminer la loi de (@, R). Ces deux variables sont-elles indépendantes ?

Exercice 20.5:
Soient n € N*, Xy ., ..., X, ,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que Vi € [1,n],
Xin~G <7H+1> On pose T,, = iXm
" i=1
1. Expliquer en quoi la variable aléatoire T}, modélise le probléeme du collectionneur de coupons.

2. Déterminer E(T},). En donner un développement asymptotique a la précision o(n).

n k‘ t
3. Site N* montrer : P(T, > ) = (=) (") (1= %) .
it e N* montrer : P(T,, >t) I;( ) (k -
Exercice 20.6:

Soit (Xi,j)(i,j)e[[l,n]] une famille de variables aléatoires centrées réduites mutuellement indépendantes. On
note M la variable aléatoire a valeurs matricielles dont les coefficients sont les X; ;. Calculer espérance et
variance de la variable aléatoire det M.

Exercice 20.7:

On munit &,, de la probabilité uniforme. Déterminer espérance et variance du nombre d’inversions d’une
permutation.

Exercice 20.8:

n
On considere un graphe aléatoire a n sommets, modélisé comme un ensemble de (2) variables aléatoires
indépendantes suivant la loi B(p). On note X, le nombre de sommets isolés.

1. Déterminer E(X,,).

Inn ¢ 1
2. Montrer que sip =p, = — + — +0 <) ou ¢ est une constante, E(X,,) admet une limite que 1’on
n n n

déterminera.

3. Montrer que si p = p,, avec n(p, —Ilnn) — —ty, alors P(X,, > 1) — 0.

Exercice 20.9:

Soient X une variable aléatoire et a un réel.

2+ V(X
1. Montrer que pour tout t € Ry, P(X —E(X) > a) < (ta()2)'
V(X
2. En déduire que P(|X —E(X)| > a) < (X())aQ'
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FONDEMENTS

21. LOGIQUE ET ENSEMBLES

Exercice 21.1:

Soit f : R — R. Traduire avec des quantificateurs les assertions suivantes puis les nier :
— f n’est pas constante

— f est monotone

— f ne prend jamais deux fois la méme valeur

— f est bornée sur R

— f est périodique

— f prend une infinité de fois chaque valeur réelle

Exercice 21.2:

Soient A, B et C trois parties d’'un méme ensemble E. On suppose que AUB=AUCet ANB=ANC.
Montrer que B = C.

Indication 21.2:

Combiner double inclusion et disjonction de cas.

Exercice 21.3:

Soit E un ensemble, et A, B des parties de E. Discuter et résoudre les équations AUX = Bet ANX = B,
d’inconnue X € P(E)

Exercice 21.4:

Soient A et B deux parties non vides d’un ensemble E. On considére 'application f : B(E) — P(A) x P(B)
définie par : f(X)=(XNA,XNB).

1. A quelle condition f est-elle injective ?

2. A quelle condition f est-elle surjective?
Indication 21.4:

1. Ssi AUB=F.
2. Ssi AN B = 0.

Exercice 21.5:

Soit f : R — R, on se donne T" € R% . Montrer que f s’écrit de facon unique sous la forme g + h avec g
fonction T-périodique et h fonction nulle sur [0, T7.

Exercice 21.6:

Déterminer les fonctions f : Q — Q telles que V(x,y) € Q?, f(z +y) = f(z) + f(y).

Exercice 21.7:

Montrer que pour tout entier n > 3, il existe des entiers naturels strictement positifs u; < us < ... < u, tels

1 1
que — +---4+ —=1.
Uy

Unp
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Exercice 21.8:

Déterminer toutes les fonctions f : N — N injectives et telles que Vn € N, f(n) < n.

Exercice 21.9:

Montrer que Vn € N, 3(p,q) € N* n = 2P(2¢ +1).

Exercice 21.10:

Soit (Ek)ke[1,n) une famille finie d’ensembles 2 & 2 distincts. Montrer qu'il existe i € [1,n] tel que E; ne
contienne aucun des E; pour j # i.

Exercice 21.11:

On colore tous les points du plan arbitrairement soit en bleu, soit en rouge. Montrer qu’il existe au moins
un triangle équilatéral dont les trois sommets sont de la méme couleur.

Exercice 21.12:

Soit f : P(F) — P(F) une fonction croissante (pour I'inclusion). Montrer qu’elle admet un point fixe.

22. APPLICATIONS ET RELATIONS

Exercice 22.1:

Soient F et F' deux ensembles. Montrer qu’il existe une injection de E dans F si et seulement si il existe
une surjection de F' dans F.

Indication 22.1:
1. Soit f une injection de F dans F'. On définit g par

l'unique antécédent de y par f siy € Im(f)
un élément quelconque de E sinon

Weﬂmw{

On vérifie que g est bien surjective.

2. Soit g une surjection de F' dans E. On définit f par
Vo € E, f(z) = un des éléments de ¢V ({z})

On vérifie que f est bien injective.

Exercice 22.2:

Soit E un ensemble.

1. Montrer qu’il existe une injection de E dans B(F).

2. Montrer qu’il n’existe pas de surjection f de E dans B(FE). Considérer pour cela 'ensemble A = {x €
E,xz ¢ f(x)}

Indication 22.2:

1. Prendre z € E — {z} € ‘P(E)

2. Montrer que si f est une fonction de F dans P(E), A ne peut pas étre dans 'image de f. En effet s’il
existe x € E tel que A = f(z) on a une contradiction.

Exercice 22.3:
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Soit f : E — F. On définit f: X € P(E) — f(X) e P(F) et f71:Y € P(F) — fH(Y) € P(E). Montrer
que f injective <= f injective <= f~! surjective.
Exercice 22.4:

Soient E, F et G trois ensembles, f : E — F, g: E — G. On définit h : E - F xGparVx € E, h(z) =
(f(), g(z)).
1. Montrer que si f ou g est injective, h 'est aussi.

2. On suppose maintenant f et g surjectives : h l'est elle nécessairement ?

Exercice 22.5:

Soit E un ensemble et f : ' — E. Montrer que f est bijective si et seulement si pour toute partie A de F,

f(A) = f(A).

Exercice 22.6:

Soient A, B, C' des ensembles. Exhiber une bijection entre AB*¢ et (AP)C.

Indication 22.6:

Laisser couler les notations.

Exercice 22.7:

Montrer que E est infini ssi toute fonction f : F — E admet une partie stable non triviale.

Indication 22.7:

Examiner les ensembles {f"(z)|z € E}.

Exercice 22.8:

Soit o : N — N une injection. Montrer que {n € N|o(n) > n} est infini.

Indication 22.8:

Par ’absurde.

Exercice 22.9:

Soit f : E — F une application, et G un troisiéme ensemble ayant au moins deux éléments. On définit les
applications :
foi¢p€E— fogpe FC ffiveG »yofeG?
1. Montrer que f injective <= f, injective <= f™* surjective

2. Enoncé correspondant pour f surjective

Exercice 22.10:
Soit E un ensemble, f : F — FE. Soit A une partie de E. On note, pour n € N, f* = fofo---of et
| —

n fois

A, = f"(A). Posons B = U A,,. Montrer que B est la plus petite partie de E (au sens de I'inclusion) stable
neN
par f (c’est-a-dire telle que f(B) C B) et contenant A.

Exercice 22.11:

On dit qu’un ensemble partiellement ordonné est bien ordonné si toute partie non vide admet un plus petit
élément. Montrer qu’un bon ordre est forcément total. Que dire de la réciproque 7

Exercice 22.12:
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On définit sur R? la relation < par (z1,11) < (T2,y2) <= |z2 — 21| < Y2 — 1.

1. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre.

. Soit (x,7) € R% Dessiner I'ensemble des majorants et minorants de (x,%) pour <.
. L’ordre est-il total ?

. Soit A = {(=,y) € R?, 2% + y* < 1}. Déterminer sup A.

= W N

Indication 22.12:

L’ensemble des majorants de (z,y) est un cone de R?, de sommet (z,%), pointe vers le bas, et dont les cotés
ont des pentes respectives —1 et +1. L’ensemble des minorants de (z,y) est son symétrique par rapport a la
droite horizontale passant par (x,y).

On montrera que sup A est le point (0,v/2).

Exercice 22.13:

Soit E un ensemble muni d’une opération - commutative et associative vérifiant Vx € E, x -z = x. On
définit la relation g sur Fparx <y < x-y==x

1. Reconnaitre 5 quand E = PB(X) ot X est un ensemble, et - correspond & U (ou N)

2. Montrer que < est une relation d’ordre.

3. Montrer que V z,y € E, x -y = inf {z,y}

Exercice 22.14:

Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~, pour laquelle la classe d’équivalence de x sera notée
Z. Pour A C E on définit s(A) = U z.
z€A
1. Comparer A et s(A). Simplifier s(s(A)).
2. Montrer que pour tout z € F, on a 'équivalence entre [z € s(A)] et [TNs(A) # 0]. En déduire s(F)\s(A).
s(A;

3. Soit (A;)ier une famille de parties de E. Montrer que S(U A;) = U (A;) et s(ﬂ A;) C ﬂs(Ai)
icl icl iel icl

(donner un exemple d’inclusion stricte).

Exercice 22.15:

1. On définit sur le corps C la relation Z par 21 %z, <= JIm(z1Z3) = 0. Montrer qu’il s’agit d’une relation
d’équivalence. A quoi correspond ’ensemble quotient C/%Z 7

2. Soit p € N, p > 2. Méme question pour la relation z;.%zy <= 2! =28,

Exercice 22.16:

Soit E un ensemble. On définit sur ’ensemble P(F) la différence symétrique par AAB = (AU B)\(AN B).
On définit la relation Z sur P(E) par AZB <= AAB est un ensemble fini de cardinal pair. Est-ce une
relation d’équivalence ?

23. SOMMES ET CALCULS ALGEBRIQUES

Exercice 23.1:
n
Montrer que la suite u,, = Z
k=1

est strictement monotone.

n -+

Indication 23.1:

Calculer 4,41 — uy et reconnaltre une somme téléscopique.
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Exercice 23.2:

Soit F un ensemble de cardinal n. Combien E a-t-il de parties de cardinal pair ? impair ?

Indication 23.2:

[n/2] [n/2]
. _ n _ n . 3
Relier cela aux sommes A, = kgzo <2k> et B, = ,;:0 (Qk; L 1). Calculer ensuite A,, + B,, et A,, — B,,.

Exercice 23.3:

n n n 1 n
Calculer les sommes S, = kz_oki (k) et T, = kz—() k1 (k)

Indication 23.5:

2ntt —1
On trouve S, =n2" tet T, = —-.
n+1

Exercice 23.4:

—k
1. Ecrire (Z) (n k> sous la forme d’un autre produit de coefficients binomiaux.
p—

p
—k
2. En déduire une formule simple pour : Z (Z) (Z - k)
k=0

Exercice 23.5:

Soit E un ensemble & n éléments. Déterminer le nombre de couples (A, B) € PB(E)? tels que A C B.

Indication 23.5:

Leur nombre est :

Uy = Z 1:2 21:22“3':3”

A,BCE BCE ACB BCE
ACB

Exercice 23.6:

n n

G. Dalle

En calculant de deux maniéres la somme E E k, retrouver la formule donnant la somme des premiers

i=1 k=t

carrés.

Indication 23.6:

Intervertir les signes somme.

Exercice 23.7:

Calculer les sommes :

- k

2. Uy= Y li—jl

1<i,5<n

Exercice 23.8:

1 1
Soit x € R* tel que x + — € Z. Montrer que Vn € N*, 2"+ — € Z
T "

Exercice 23.9:
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* - (_1)1671 n - 1
Prouver que pour tout n € N*, E e U E =
J

k=1

Exercice 23.10:

[n/2]
On définit u,, = Z oF < " > En calculant

(L+a)"+(1—a)"
2

, déterminer une expression de u,,.

2k
k=0

Exercice 23.11:

2n 4n
Montrer que pour n € N* : ( ) >

n 2n+1

Exercice 23.12:

[n/2] n L(n—1)/2] n
. q . — k = k
Calculer les sommes F,, = Z (-1) <2k) et F, = Z (-1) (% n 1).

k=0 k=0

Exercice 23.13:

1. Montrer que si n € N*, n! = H \/5

1<i,j<n
i+j=n+1

N2
2. Montrer que si 4,7 > 1, alors i + j — 1 <45 < (Z—;J> :

2

n—+1 2
3. En déduire que nT <nl < ( ) .

Exercice 23.14:

En calculant de deux maniéres (1 + z)%(1 4 z)°, montrer ’égalité :

kzzo@ (Cbk) - (@b)

Indication 23.14:

De chaque c6té, identifier les termes de degré c en x.

24. RATIONNELS ET REELS

Exercice 24.1:

n

Montrer que pour tout n > 2, H,, = Z Z n’est pas un entier. Indication : prouver par récurrence forte qu’il

k=1

s’agit du rapport d’un entier impair sur un entier pair.

Exercice 24.2:

1.

Montrer que si x est un réel dont le développement décimal est périodique a partir d’'un certain rang,

alors = est rationnel.

Soit z = % un rationnel. En étudiant les divisions euclidiennes 10%a = bgy, + ), pour k € [0, b], montrer

10Pa¢ 109
b b

Conclure que le développement décimal de = est périodique & partir d’un certain rang.

Iexistence de deux indices p et q tels que eN.
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Exercice 24.3:

a+b
Soit A une partie de R vérifiant : A n’est bornée ni a droite ni & gauche et V a,b € A, *

— € A. Montrer
que A est dense dans R

Exercice 24.4:

Montrer que 'ensemble {v/n — v/m, (n,m) € N?} est dense dans R,

Exercice 24.5:

Soient I et J des intervalles de R. Montrer que I +J ={x +y,x € [ et y € J} et
I-J={x-y,x€letye J} sont également des intervalles de R.

Exercice 24.6:
Résoudre dans R I'équation [va?+ 1| = |z].

Exercice 24.7:

n

Soient x1, ..., x, une famille de réels. Déterminer inf E la — .
a€R

k=1
Exercice 24.8:
Soit f : R — R une application telle que
V(z,y) € R, flz+y) = f(z) + f(y)
V(z,y) €R, f(wy) f@)f(y)
f)y=1
1. Montrer que f|g = idg.

2. Montrer que f est croissante.
3. En déduire f = idg.

Exercice 24.9:

1. Montrer Pexistence et 'unicité de deux suites d’entiers vérifiant ¥n € N, (14 v/2)" = a,, + by V2.
2. Montrer a2 — 2b% = (—1)".

3. Montrer que Vn € N,3lp € N, (1 +v/2)" =p++p—
Exercice 24.10:

n
Soient A = {-i—l’ n € N*}, B = {|z]| + |1/z]|z € R*} Ces ensembles admettent-ils une borne supé-
nm
rieure ? une borne inférieure ? un maximum ? un minimum ?

Exercice 24.11:

n

Soient (zx)keqr,n] €t (Yr)ke[1,n] deux familles de réels. En étudiant la fonction A — Z (zx + Ayx)?, montrer
k=1
n
o (o) <SS
k=1 k=1 k=1
Exercice 24.12:

1
1. Montrer que pour tout réel z, |2z] = |z]| + {x + QJ
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n
2k
2. En déduire une expression simple, pour n € N* et z € R, de : 5, ( Z LZZ—H J
=0

Exercice 24.13:

Soit f : R — R une application telle que

V(z,y) € R”, flz+y) = fz)+ f(y)
V(z,y) €R f(l’y) f(x)f(y)
fy=1
1. Montrer que fig = idg.

2. Montrer que f est croissante.

3. En déduire f = idg.

Exercice 24.14:

Déterminer tous les triplets d’entiers tels que % + y¥ =

Exercice 24.15:

Soit A une partie bornée de R. Exprimer sup |z — y| en fonction de sup A et inf A.
z,yeA

Exercice 24.16:

Soit (x;,5)1<i,j<n une famille de n? éléments de R. Comparer les deux quantités suivantes : sup inf 245 et
T i J
inf sup x; ;
i

Exercice 24.17: Sous-groupes de R
Soit G un sous-ensemble de R tel que ¥(a,b) € G?, —a € G et a+b € G. Notons o = Indication24.17 :(G N

R%).
1. Montrer que si « > 0, alors G = aZ = {an,n € Z}.

2. Montrer que si a = 0, alors G est dense dans R.

Exercice 24.18:
1

Soit A = {’f, n e N*}. Cet ensemble admet-il une borne supérieure ? une borne inférieure 7 un maxi-

n
mum ? un minimum ?

25. NOMBRES COMPLEXES, TRIGONOMETRIE

Exercice 25.1:

4

Résoudre dans C Iéquation 2* = Z, puis I'équation 2* = z + Z.

Exercice 25.2:

Soit x € R. Calculer e’ #rctan(z)

Exercice 25.3:

n

Calculer Z (Z) cos(a + kb).

k=0
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Exercice 25.4:
Trouver dans C les points d’affixe z vérifiant z(z — 1) = 2%(z — 1).

Indication 25.4:

Passer I’équation au conjugué, et trouver une condition nécessaire portant sur |z|, puis finir le raisonnement.

Exercice 25.5:
Jm(z)

Soit z € C\R™. Montrer que arg(z) = 2arctan <|Z—|—9{e(z)> [27]

Indication 25.5:

Attention a la définition de la tangente : se placer dans un demi-cercle adéquat pour calculer.

Exercice 25.6:

Montrer que pour n € N*, 2 cos <%) = \/2—|— 24+ /2

n radicaux

Exercice 25.7:

Soient P = {z € C,IJm(z) > 0} et D = {z € C,|z| < 1}. Montrer que f : z — z _T_Z est une bijection de P
z+1

sur D.

Exercice 25.8:
On considére dans C I’équation (E) suivante, oll a est un parameétre réel : 2% — (14a)(14+i)z+ (14+a%)i =0
1. Déterminer en fonction de a les valeurs des deux solutions z; et 2s.

2. On note M (a) le milieu des deux points d’affixes z; et zo pour une valeur du parameétre donnée. Tracer
la courbe du plan complexe décrite par M lorsque a parcourt R.

Exercice 25.9:

Soit P € C,,—1[X]. On note M = max{|P(z)|,z € U,}. Montrer que tous les coeflicients de P sont bornés
par M.

Indication 25.9:
n—1 n—1

Ecrire P(X) = Z ar X" et calculer pour m € [0,n — 1] la somme : Z P(ww™™, ot w = e
k=0 §=0

Exercice 25.10:

n—1
Soient n € N* et wy, = e . Calculer la somme T, = Z de deux facons différentes :
k=0 Wk
1. a l’aide d’une symétrie de la cotangente.
2. a laide du polynéme P, = (X — 1)" — X".
Indication 25.10:
On montrera que T,, = (n — 1)/2
Exercice 25.11:
n—1
2im
Soient n € N*, w=¢en et Z = Z |w* — 1|2 Calculer Z.
k=0
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Exercice 25.12:

by p()
Montrer que pour 6 réel et p entier positif : Z cos?? (9 + 2) =2
p
k=0

Indication 25.12:

Développer a 'aide des formules d’Euler et du binéme, intervertir les sommes et enlever les termes nuls.

Exercice 25.13:

9
Soit n € N, n > 2. On note w = exp <W>
n

n—1 n—1
1. Montrer que pour tout z € C\{1} : H (z —wh) = Z 2P On admet que ’égalité reste valable pour
k=1 p=0
z=1.
n—1
sin(k) n
2. En déduire I’égalité : —_— =
n déduire 1'égalité H - T

k=1

Exercice 25.14:

z214+2z=r€eR
1. Déterminer deux complexes z1 et zo vérifiant < arg(z1) = a3
arg(22) = 0z
2. Application : un traineau est tiré par deux chiens reliés & lui par deux cordes attachées en un méme point.
Le mouvement est rectiligne ; la premiére corde fait un angle de 20° avec ’axe du traineau, la deuxieme

un angle de 30°. La résultante des forces de traction a une intensité de 300 N, calculer les intensités des
forces de traction de chacun des chiens.

Exercice 25.15:

Montrer que la fonction f : z — zexp(z) est surjective de C dans lui-méme.

Indication 25.15:

Expliciter puis bidouiller le systéme d’équations correspondant a f(z) = Z.

Exercice 25.16:

CNS sur z € C pour que z, 22, 2> forment un triangle équilatéral ?

Exercice 25.17:

Soit z € C* et 0 €] — m, 7] son argument principal.
1. Montrer que |z6] > |z — |z||.

2. En déduire que |z — 1| < ||z| — 1] + |20

3. Interpréter le résultat géométriquement : tracer le cercle C de centre 0 et de rayon |z|, placer les points
M d’affixe z et A d’affixe 1.

Exercice 25.18:

Soient a, b, z trois points de z. Calculer I'affixe du symétrique de Z par rapport a la droite AB.

Exercice 25.19:

Quelle est 'image du cercle unité de C par 'application z — ?

—Z

Exercice 25.20:
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Montrer que a,b,c € C sont alignés ssi ab + bé + ca € R.
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